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ONSOZ

Bu bir giris dersi; seni bir istatistik¢iye doniistimek gibi bir kasti yok. Mamafih, dersin
sonunda, basit hesaplamalar1 yapabilmen, istatistiksel yazilim paketlerinin ¢iktilarim
anlayabilecek ve istatistik 6grenimini ilerletebilecek bir temele sahip olman ve bir istatistikciyle
etkilice iletisebilmen umulur. Bunlarin yanisira, istatistigi, bilim hakkinda ve kanit hakkinda
diisiinmenin bir yolu olarak gérmen umulur; sadece biribiriyle baglantisiz bir takim araglar
olarak gormen degil. Konular bu derste ayn1 zamanda istatistiksel diisiinme baglaminda ele
almir ki boyle bir anlayis veriye-dayali ve risk-merkezli diinyamizda her giin daha 6nemli
olmaktadir.

[statistiksel testlerin ve metotlarin sayisinin ¢ok fazla olmasina karsin, istatistik esasen nispeten
cok daha az sayidaki kavramlara ve fikirlere dayanir. Bu dersin maksadi, bu genel kavramlarin
ve fikirlerin anlasilmasina odaklanmak, onlarla ger¢ek yasam problemleri arasinda bag
kurabilme ve gercek yasam problemlerinin ¢oziimiinde onlari kullanabilme yetenegini
kazandirmaktir.
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Giris

Cevaplanmasi gereken bir soru veya agiklanmasi gereken bir sey varsa, 6nce mitenasip veriyi
toplamak iyi bir yaklagimdir.

Istatistik bir bilim dali (ve bir bakima, ayn1 zamanda, belki bir sanat dali veya zanaat dal1) olarak,
bir fenomen (veya bir proses) hakkinda ¢ikarimda bulunmak maksadiyla, bu fenomene ait eldeki
veriden yararlanmay1 saglayan cesitli fikirleri, metotlar1 ve teknikleri kapsar. Verinin toplanmasi,
diizenlenmesi ve Gzetlenmesine betimleyici istatistik denir. Ilgilenilen fenomene dair genel-geger
bir neticeye varmak Uzere, sinirli sayidaki verinin kullanilmasina ise ¢ikarimsal istatistik denir.

Bunun yanisira, bir istatistik, belirli sayidaki gozlem sonuglarindan tiiretilen bir niceliktir. En énemli
betimleyici istatistikler aritmetik ortalama, ortanca, minimum, maksimum, ytzdelikler, gidim,
standart sapma ve daha baska ortalama ve degisim Olclleridir. Bunlar ve benzeri istatistikler cogunuz
icin elbette yeni degil, bir kismini zaten yasantinizda kullanmisliginiz, en azindan duymuslugunuz
vardir muhakkak. Veri kimelerini gorsellestirmek igin kullanilabilen tablolar ve grafikler de, ayni
zamanda, betimleyici istatistikler olarak telakki edilebilirler. Tablolar ve grafikler gbzlemlerin nasil
dagildiklarini bize goOstermelerinin  yanisira, fenomenlerin biribirleriyle olan iliskilerini de
gorebilmemizi saglar. Cikarimsal istatistikler, betimleyici istatistikleri girdi olarak kullanir ve
belirli sayidaki gozlem sonuclarindan tiiretilen bu istatistiklerin = hangi  olasiliklaria
genellestirilebilecegini ifade eder. Mesela giiven araligi ve P-degeri ¢ikarimsal istatistiklere misaldir.

Ham verinin tasidigi enformasyonu daha kolay ve daha hizli anlasilabilir ve iletilebilir bir forma
dontistirmek i¢in betimleyici istatistikleri kullaniriz. Daha kiglik bir kismina bakmak suretiyle,
olanakli tim veri hakkinda bir yargida bulunmak i¢in ¢ikarimsal istatistikleri kullaniriz.

Ancak neredeyse yirminci ylizyilin bagina kadar, istatistik terimi; asker, dogum, vergi ya da her neye
sahipseniz onlarin sayist manasina geliyordu. Bir ¢ok durumda, istatatistik hala bir seyin sayisi
manasina gelmektedir; Turkiye Cumhuriyeti igin en 6nemli istatistikler Tiirkiye Istatistik Yilligi'nda
yer almaktadir. Fakat s6z konusu devletler olsa bile, bir fenomenin tezahirini tiim olanakli bireyler
tizerinde gozleyebilmek kiilfetli bir istir. Bilhassa, 6rnek yoklamalar: ve deneyler vasitasiyla
topladiklar1 veriyi kullanarak dogal fenomenleri 6grenmeye ve agiklamaya caligan bilimciler,
kullanabilecekleri zaman, para ve isgiicli kaynaklari kisith oldugu igin, olanakli tiim bireyler yerine
yalnizca bireylerin bazilarindan veri elde edebilmek durumunda kaldilar. Ve boylece, drnekten elde
ettikleri betimleyici istatistiklerin populasyon parametrelerini ne kadar isabetle kestirebilecegini
bilmek gayesiyle, bu bilimciler 18. yiizyildan baslayarak matematikgiler tarafindan gelistirilmekte
olan olasilik teorisini kullandilar.

Veri, hemen hemen her zaman bir bellisizlik barmdirir. Bu bellisizlik, 6lgllen bireyler arasindaki
farkliliktan kaynaklanabilecegi gibi 6l¢tim isleminin yarattigi farkliliktan da kaynaklanabilir. Veriden
genelgeger neticelerin ¢ikarilmasi, insanoglunun diinyaya dair bilgisini artirmasinda esastir ve tim
rasyonel bilimsel tahkikatin da temelidir. Istatistiksel ¢cikarim, verideki bellisizlige ragmen, bunu
yapabilmemiz icin, bize metotlar ve araglar temin eder. Bellisizligin veriye nasil dahil oldugunu
aciklayan bir olasiltk modelinin olanaklilig1, son ylizyilda insanoglunun yasadigi bilimsel doniistimiin
en onemli unsurudur.

Nihayetinde, istatistik bilimi, ornekleme ile elde edilen veriyi kullanarak, bir drnegin ¢ekildigi
populasyon hakkinda ¢ikarimda bulunmak igin gesitli teknikleri uygulamay: ihtiva eder. Bu iki
asamal1 siirecin birinci asamasinda, bir 6rnegi toplar ve Olgeriz, sonra, bu 6rnegi gorsel ve sayisal
olarak betimleriz; ikinci asamada, 6rnekteki Olgiimlere dayanarak popiilasyon hakkinda neticeler
citkaririz.

Ornek icin kesin ve Kati ifadeler kullanabiliriz. Tam aksine, popiilasyondaki tim bireyleri
orneklemedigimizden dolayi, popiilasyon i¢in elimizdeki drnekten ¢ikaracagimiz neticeler kesin ve
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kati olabilmezler. Fakat, bunlar makul birer olasilikla kabul edilebilirler. Yani, minimum maliyetle,
ornekleme yoluyla, popiilasyon hakkinda hala nispeten kuvvetli neticelere varabiliriz.

[statistik biliminin giicii, yalnizca, bir érnegi toplamak, 6l¢gmek ve bir populasyon hakkinda
cikarimlarda bulunmak i¢in bize bir metodoloji saglamasinda degildir. Istatistik bilimi, ayn1
zamanda, ¢ikarimlarimizin ne kadar kesin ve ne kadar kati olacagini 6l¢mek tizere bize bir 6l¢i
saglamasindan dolay1 glicliidiir.

Bilimcinin maksadi dogay1 anlamaktir. Bunun i¢in dogal fenomenleri modellemeye (yani agiklamaya)
cabalar. Go6zlemlerine uydurabildigi modeller sayesinde, bilimci doga olaylar1 hakkinda yararli
tahminlerde bulunabilir. On dokuzuncu yiizyildan baslayarak, bilimciler deterministik (belirlemeci)
modellerin rastgele dogal fenomenleri agiklamaktaki eksikliklerini gidermek maksadiyla, onlari
mutenasip olasiliksal terimler ile yeniden insa ettiler ve bOylece istatistiksel (stokastik/olasiliksal)
modellere sahip olduk.

Gunumuzde, istatistik bilimi, bellisizligin hiikiim siirdiigii her yerde daha dogru kararlar verebilmek
icin uygulanmaktadir. Bilimsel arastirmalarin neticelendirilmesinde, hiikiimet politikalarina karar
verilmesinde ve biiyiik sirketlerin paraya yon vermesinde veri betimlemeleri, olasilik kestirimleri,
parametre kestirimleri ve anlamlilik testleri vazgecilmez olmustur.

Bilimsel Metot

Bilim diinyay1 anlamaya dairdir, fakat bir bilgi miiktesebatindan daha ziyade bir prosestir. Bilimsel
bilgi bilimsel prosesten 6grendigimiz seydir, dyle ki bu proses veri toplamayi ihtiva eder ve bir
sistematige sahiptir. Bu sistematige bilimsel metot adi verilir. Bilimsel metot, bilgi edinme prosesinin
salt a-priori, yani deneyimden arf, bir akil yiiriitmeye, sezgiye veya ilhama dayanmasini degil, dogal
diinyada yapilan gozlemlere (ve deneylere) dayanmasini gerektirir.

Modern bilim tipik olarak ii¢ ana kola ayrilir. (1) Doga bilimleri: Mesela fizik, kimya ve biyoloji
gibi, fiziksel diinyayr 6grenmeye ¢alisanlar. (2) Sosyal bilimler: Mesela ekonomi, psikoloji ve
sosyoloji gibi, bireyleri ve toplumlar1 6grenmeye-galisanlar. (3) Uygulamal bilimler: Mesela tip,
tarim ve mithendislik gibi bilimsel bilgiyi pratik maksatlarla kullananlar. Bunlarin yani sira, bilimsel
metodu ¢ok veya az benimseyen veya hi¢ benimsemeyen mesela matematik, lisan, hukuk, tarih,
felsefe, guzel sanatlar ve ilahiyat gibi bilgi alanlar1 yine mevcuttur.

Bilimsel arastirma, fenomenleri sorusturmak ve agiklamak igin bilimsel metoda gore veri
toplamaktir. Bilimsel arastirma her zaman bir soruyla baglar. Mesela “Bu derse kayitli 6grencilerin
yast kag?” sorusu gibi, “Erzurumda yasayan insanlar giinde kac¢ bardak cay icer?” sorusu gibi,
“Istatistik dersinde basar1 diizeyi ve cinsiyet arasinda bir iliski var mi1?” sorusu gibi veya “Fasulye
bitkisine ¢igceklenme doneminde Tiirk halk miizigi dinletmenin, verime etkisi var m1?” sorusu gibi.
Daha sonra, bu sureg, hakkinda soru sordugumuz fenomenlere dair gézlemlerimize ve arkaplan
bilgimize (literatlir) dayanarak bir hipotezin kurulmasiyla devam eder. Bir hipotez bazen yalnizca
herhangi bir fenomene veya ¢cogu zaman fenomenler arasindaki iliskiler hakkinda bir soruya cevap
veren ve kesin olmayan genel-gecer bir ifadedir. Bilimsel arastirmaci kurdugu hipotezi dizayn ettigi
deney (yani topladig: veri) ile test eder ve bir neticeye varir. Elbette ki bazi durumlarda bilimsel
sorusturmaci, fenomenler arasindaki iligkilerin mahiyetine dair énceden belirlenmis beklentilere
sahip olmayabilir, boyle bir durumda, sorusturma, bir hipotezin test edilmesi yerine, fenomenler
arasindaki olanakli iligki bigimlerini aramaya doniisiir.

istatistik ve Bilimsel Metot

Deneysel sonuglara dayanarak bir hipotezin objektif degerlendirmesini yapmak zordur ¢unki: (1)
akla gelebilen tiim olaylar1 gozlemek olanakli degildir ve (2) neden-ve-etki yasalar1 genellikle tam
olarak bilinmedigi i¢in, i¢kin degiskenlik mevcuttur. Bilimciler tikel vakalardan daha genis
genellemelere dogru akil yiiriitmelilerdir. Bu bellisiz bir ¢ikarim prosesidir. Bu proses dogru olmayan
hipotezleri c¢iiriitmemize olanak saglar, fakat dogru olan hipotezleri ispatlamaya olanak saglamaz.
Istatistik bir bilim olarak tiimevarimci ¢ikarimlarin bellisizligini degerlendirmeye yarayan teknikleri
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yaratir, gelistirir ve uygular. Istatistik arastirmacilarin veri yigilarindan manali neticeler ¢tkarmasini
saglar. Istatistik bilimsel 6l¢lime uygulanabilen bir aractir.

Hiilasa, bir seyi (ki bu sey fenomenler veya fenomenler arasindaki iliskiler olabilir) 6grenmek
istedigimiz i¢in onu gozleriz. Yaptigimiz gozlemler sonucunda veri toplamis oluruz. Bu veri, ancak
o0grenmek istedigimiz sey hakkinda enformasyon sagliyor ise yararlidir. Fenomenler ve fenomenler
arasindaki iliskiler hakkinda saglanan enformasyon insan zihninde, bu zihnin arkaplan derinligine
bagl olarak yararliligi degisen bilgiye doniisiir. Her haliikarda, bir istatistiksel 6grenme-calismasi,
asagidaki diyagramda gosterdigim Uzere, bu kavramsal adimlar takibederek, ilerler.

[Fenomen] Gozlem Veri Enformasyon [Bilgi] P

— r

-~

Bu bdlimde, buraya kadar, istatistik biliminin mahiyetinden, tarihgesinden ve baglamindan kisaca
bahsettim. Bu mevzularda gegen istatistiksel terimleri ya koyu veya italik harflerle yazdim. Bu
kelimelerin bazilarinin ne manaya geldigine dair belki bir fikrin olsa bile, kuvvetle muhtemelen pek
¢ogunun terminolojik tanimlarini bilmiyor olabilirsin. Ama bundan sonrasinda, bunlar ve daha baska
istatistiksel terimlerin tanimlarini ve altlarinda yatan kavramlar1 6greneceksin. Sunu liitfen aklindan
cikarma ki yeni bir bilim dgrenirken onun terminolojisini 6grenmek esansiyeldir. Bunu yeni bir dil
ogrenmeye benzetebiliriz. Terminoloji, belli bir bilim, sanat veya faaliyet alanina mahsus spesiyal
kelimelerdir (yani terimler). Bir bilim hakkinda okuyabilmemiz ve konusabilmemiz i¢in, 6nce o
bilimin terminolojisini 6grenmis olmamiz gerekir. Terimlerin kelimelerden farki, kesinlikli tanimlara
sahip olmalaridir. Kelimelerin birden ¢ok manalari olabilir ve ¢ogu zaman biribirlerinin yerine
kullanilabilirler. Ama terimler asla.

Kavramlar terimlerle adlandirdigimiz gergekliklerdir. Iyi bir grenme igin, terimlerin tanimladiklar:
kavramlara odaklanmalisin. Bu derste (izerinde durdugum asil husus, istatistiksel kavramlari belli bir
hiyerarsi dahilinde, biribiri Uzerine bina ederek gelistirebilmektir. Kavramlar, yazilan metin
icerisinde dikkatlice gelistirildiginden, metni diisiinerek okumali ve agiklanan seyi tam olarak
anlamaya caba gostermelisin. Bir misalin sorusunu ve cevabini okurken bile, misallendirilmek
istenen altta yatan kavram hakkinda diigiinmelisin.

Fenomen

Bilimin ugras1 alan1 dogadaki fenomenlerdir. Insanoglunun dogada duyulariyla (gorme, isitme, tatma,
koklama ve dokunma) deneyimledigi her sey bir fenomendir. Mesela dokundugumuz her cisim,
gordiigimiiz her sekil, isittigimiz her ses, aldigimiz her koku veya tat bir fenomenin tezahurudur. En
nihayetinde insanin kendisi ve davranislar1 da dogada birer fenomendir. Burada dogal fenomenleri en
genel haliyle telakki ediyoruz. Fiziksel, kimyasal ve biyolojik fenomenlerin yani sira psikolojik,
sosyolojik, ekonomik, kiltirel vb. fenomenleri de 6grenmeye-calisiyoruz. Diger bir deyisle canli
veya cansiz, somut veya soyut tiim varliklar, oluslar ve bunlarin sahip olduklar1 6zellikler, ve bunlar
arasindaki iligkiler, eger su veya bu sekilde gozlenebiliyor ise, birer fenomendir.

Bir fenomen mabhiyeti itibariyla basit veya kompleks olabilir. Basit fenomenlere misal olarak boy
uzunlugunu, yillik geliri, aracin hizini, hastaligin siddetini, tird, irki, meslegi, basinci, yergekimini,
yas1 ve cinsiyeti verebiliriz. Kompleks fenomenlere misal olarak iklim degisikligini, sokalardaki sugu
ve siddeti, tiniversiteye giris sinavinda 6grencilerin basarisini, depremi, riizgari, dalgalari, deja-vuyu,
blyumeyi, ¢ekirge istilasini ve sosyal medya iceriklerinin yayilmasini verebiliriz. Basit fenomenler
dogrudan gozlenebilir. Fakat kompleks fenomenler sahip olduklar1 6zellikler (veya karakteristikler)
Uzerinden gozlenirler.

Bilimsel terminolojide, fenomen 6yle bir seydir ki onun meydana gelisi veya varlig1 gozlenebilir.
Bu terminolojik manasi ve kelimenin halk dilinde kullanildig: Gizere “siradis1 veya fark-yaratan bir
sey” manasi (mesela “sosyal medya fenomeni” gibi) elbette ki ayn1 degildir. (Fakat sosyal medya
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fenomenligi de bir bilimsel fenomen olarak ele alinmak suretiyle, 6grenilmeye-¢alisilabilir.)

Go6zlem, Cikim ve Veri

Bir fenomenin tezahirt (veya meydana gelmesi) sonucunda almis oldugu degerin kaydedilmesine
gozlem denir. Genellikle, bir fenomenin belli bir zamanda ve belli kosullar altinda meydana gelen
sonucunu belirlemek lizere gozlem yapilir. Mesela égrenme bir fenomendir. Istatistik dersini alan
ogrencilerin vize sinavindan aldiklar1 puanlar1 kaydetmek bu fenomene ait birer gézlemdir. Her
g6zlem bir ¢ikimla sonuglanir. Kaydedilen bir ¢ikim, artik veridir.

GoOzlem Unitesi

Uzerinde gdzlem yapilan kisi, nesne veya durumlara gozlem tnitesi denir. Meydana gelisi g6zlenen
fenomenin tipine gore gézlem liniteleri canli veya cansiz, Somut veya soyut olabilir. Bir seyin gozlem
unitesi olabilmesi icin ilgilenilen 6zelligi bakimindan nicelenebilir veya en azindan nitelenebilir
olmasi gereklidir. Mesela insan, tavsan, aga¢ ve bakteri kolonisi gibi canli gézlem {initelerinin
yanisira konut, otomobil, rulman, ampul, kaya parcasi, toprak numunesi, su numunesi ve 100
mililitrelik serum gibi cansiz gbzlem {initelerini sayabiliriz. Diger yandan isletme, aile, hane, dogum,
grev, trafik kazasi, miisabaka gibi durumlar da birer gozlem unitesidir. Gézlem {initesi ayn1 zamanda
konusu oldugu 6grenme-galismasi baglaminda birey, vaka, 6zne veya denek olarak ta adlandirilabilir.

Olgme

Ogrenmeye-calistigimiz fenomeni gozlemeye basladigimiz zaman, tezahiiriinii (yani meydana
gelisini) nicel veya nitel olarak betimlerken buluruz kendimizi. Buna 6lgme deriz. Olgme, esasen bir
tasnif (yani siniflandirma) islemidir. Fenomenin tekrar tekrar meydana gelisi (ya da gozlem
tinitelerinin sahip oldugu 6zellik) bazen ayn1 sinifta bazen farkli siniflarda betimlenebilir.

Mesela insanda boy fenomenini gozledigimizi farzedelim. Boy insanlarin bir 6zelligidir. Ben,
insanlarin boyunu “uzun” ve “kisa” diye iki ayr1 sinifta betimleyerek dlgebilirim. Bir bagkasi, “uzun,”
“orta” ve “kisa” diye Ui¢ ayr1 smifta betimleyerek Olgebilir. Bir baskasi ise, kendince belirledigi
sayidaki siniflarda betimleyerek 6l¢ebilir. Veya, genellikle yaptigimiz gibi, sen, bir metre kullanarak
istedigin hassasiyette (m, dm, cm, mm, pm, vb.) betimleyerek o6lgebilirsin. Olgme islemini
hasaslastirdik¢a, sonsuza giden sayidaki siniflardan birinde betimleyebilirsin, gozledigin insanin
boyunu.

Demek ki, bir fenomenin tezahiiriinii betimlerken, gesitli siniflandirma sistemlerinden tercih ettigimiz
birini kullanabiliyoruz. Bu cesitli siniflandirma sistemlerinin her birine 6lcek deriz. Olgekler
misalimizde de gordiiglimiiz iizere kabadan inceye dogru bir gidise sahiptir.

Olglim Duizeyleri

Bir 6lgegin tipini (yani dlgiilen degerin niteligini) o 6l¢iimiin hangi diizeyde yapildig1 belirler. Olgme
islemi su dort diizeyden herhangi birinde yapilabilir: Adlandirma, siralama, aralik ve oran. Istatistik
bilimini gercek problemlere uygularken, verinin 6lglim dizeyini bilmek bize hangi istatistiksel
prosediirii kullanacagimiza karar vermede yardimci olur. Bu dersin ileriki béliimlerinde bu dlgiim
diizeylerine atifta bulunacagiz elbette, ama buradaki énemli sey sagduyudur: Veriye, 6l¢iim diizeyi
bakimindan uygun olmayan hesaplamalari yapmamali ve istatistiksel metotlar1 kullanmamalisin.
Mesela, vatandaglik numaralarimizin ortalamasint hesaplamak c¢ok manasiz olurdu ¢iinkii bu
rakamlar kimlik belirtmek maksadiyla kullanilir ve herhangi bir seyin miktari veya sayis1 degillerdir.

Adlandirma diizeyinde olgiilen veri, yalnizca ad, etiket veya kategorilerden ibarettir. Bu tip veri
kendi arasinda manali bir tertibe imkan vermez. Yani, adlandirilmis veriyi biiyiikten kiigiige, iyiden
kétiiye, azdan goga vs. gibi herhangi bir yonde siralayamayiz. Mesela géz rengi, dogum yeri, cinsiyet,
politik tercih ve yaprak sekli bu tiptendir. Adl1 veri herhangi bir sirali tertipten ya da sayisal manadan
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yoksun oldugu i¢in hesaplamalarda kullanilmamalidir. Ozellikle, bu tip veri kompiiterde kodlanirken
farkl kategorilere bazen 0, 1, 2, 3 ve 4 gibi sayilar atanabilir; fakat bu sayilar ne gergekten hesapsal
bir mana tasir ne de bunlardan hesaplanacak ortalama gibi 6l¢iilerin bir manasi vardir. Yine, kategori
adlarin1 alfabetik bir sirayla tertipleyebiliriz fakat bu da Ahmet’in Mehmet’ten veya kirmizinin
maviden daha biiyiik veya daha kiiciik, daha iyi veya daha kotii, daha az veya daha c¢ok vs. oldugu
manasina gelmez.

Swralama diizeyinde 6l¢tlen veri, bir yoniyle siralanabilir, yani kategorilerin i¢kin bir sirali tertibine
olanak saglar fakat kategoriler arasindaki farklar ya belirlenebilir degildir ya da manasizdir. Mesela
bir dersten alinan A, B, C, D, E gibi harf notlar1 kendi arasinda iyiden koétiiye siralanabilir. Ama,
mesela B’yi A’dan ¢ikartamayiz, yani 6grencilerin gercek puanlari arasindaki farklar1 belirleyemeyiz.
Insan duygu, davranis ve tutumlarini konu edinen 6grenme-¢alismalarinda sirali veri sikga karsimiza
cikar. Sirali veri nispi karsilastirmalar i¢in enformasyon saglar, farklarin miktari i¢in degil. Genel
manada, siral1 veri lizerinde matematiksel hesaplama yapilmamalidir fakat uygulamada bu kabiiliin
zorlandig1 durumlar da ¢oktur.

Aralik diizeyinde olciilen veri, su bakimdan sirali veriden ayrilir ki herhangi iki veri degeri arasindaki
fark belirlidir ve manalidir. Yani 6l¢iim birimi tanimlidir. Bununla beraber, bu diizeydeki veri dogal
bir sifir noktasina sahip degildir, yani 6l¢iilen niceligin nerede yok oldugu (veya basladigi) bilinemez.
Mesela 36.3 °C ve 39.5 °C’lik viicut sicakliklari aralik diizeyinde 6lgiilmiis birer veridir. Bu degerler
siralanmistir ve aralarindaki farkin 3.2 °C oldugunu belirleriz. Bununla birlikte, dogal bir baglangig
noktast yoktur. 0 °C, bir baslangi¢c noktasi gibi goriinse de keyfidir ve 1sinin tamamen yoklugunu
gostermez. Ayni sekilde, 1453 ve 1923 yillar1 da aralik diizeyindeki veridir. Ciink{i zaman miladi 0
yilinda baglamamigtir ve 0 yili, “zamanin olmadigi yeri” gosteren dogal bir sifir baslangig
noktasindan ziyade keyfidir.

Oran dizeyinde o6lgulen veriyi aralik dizeyindeki veriden ayiran ekstra 6zellik Slgiilen niceligin
yoklugunu gosteren dogal bir sifir baslangi¢ noktasina sahip olmasidir. Bu dizeydeki veri icin
farklar ve oranlar belirli ve manalidir. Mesela, bir aracin katettigi km cinsinden mesafe oran
dizeyinde bir 6lcimdur. Cunkd, 0 km hi¢ mesafe alinmadigini, 400 ise 200 km’den iki kat uzak
mesafeyi gosterir. Diger yandan ders kitaplarinin fiyatlarina baktigimizda, 0 TL bedavay1 ve 100 TL
de 20 TL’nin dort kat1 fiyat1 gosterir. Bu diizeydeki 6l¢gmenin oran diizeyi diye adlandirilmasinin
sebebi sifir baglangi¢ noktasinin ger¢ekten mevcut olmasinin oranlari manali kilmasidir. Mesela 300
km’lik uzaklik 150 km’lik uzaklhigin iki katidir fakat 40 °C’lik sicaklik 20 °C’lik sicakligin iki kati
degildir ¢iinkii derece Celsius sicaklik oran diizeyinde degildir. Nicelikler i¢in, birinin digerinin iki
kat1 oldugunu soylerken, gercekten “iki kat1” olup olmadigina dikkat etmek gerekir.

Sayisal veri ve kategorik veri

Olgme isleminin mahiyetine gore yani gdzlem amaciyla kullanilan lgegin hassasiyetine gére verinin
iki tipt vardir: Sayisal veri ve kategorik veri. Sayisal veri dogal bir sayisal Olcekte kaydedilen
Ol¢iimleri kapsar. Mesela bebegin dogum agirligr (gr), ailedeki ¢ocuk sayisi, hastanin kan basinci
(mmHg) gibi. Kategorik veri, dogal bir sayisal 6lgekte 6l¢iilemeyen ama biribiriyle cakismayan belirli
kategorilerden birine diisen Ol¢limlerdir. Mesela 6grencinin cinsiyeti, dogumdaki agr1 diizeyi,
se¢menin politik parti tercihi gibi.

Kesikli veri ve surekli veri

Sayisal veri kendi arasinda kesikli ve siirekli olmak tizere ikiye ayrilabilir. Degerler tam sayilar ile
ifade edildiginde, kesikli sayisal veri ortaya ¢ikar. Yani olanakli sonuclar sadece 0, 1, 2, 3, ---
degerlerini alabilir. Degerler sadece tam sayilar ile degil kesirli sayilar ile de ifade edilebildiginde,
stirekli sayisal veri ortaya ¢ikar. Bu 6l¢timler siirekli bir 6lgek tizerindeki sonsuz olanakli sonuglardan
birine tekabiil edebilir. Mesela dakikada nabiz sayisi, agizdaki ¢iiriik dis sayist ve derinin belirli bir
bolgesindeki leke sayisi kesikli sayisal degerler alirken, hava sicakligi (°C), kandaki potasyum miktari
(mg/1) ve bel ¢evresi (cm) siirekli sayisal degerler alir.

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 5/17



Temel Kavramlar

Veri

[ 1 Olclim diizeylerine gore veri
Kategorik Sayisal tlplerl.

Adli Sirah Kesikli Sirekli

Veri ve Enformasyon

Bilimsel bilgi edinme siireci verinin toplanmasi ile baslar ki bu safha istatistiksel analizde anlamli bir
rol oynar. Uygulanan 6l¢iim prosediiriiniin mahiyetine gore, 6grenilmeye-calisilan bir fenomenin
tezahirine ait tekrarlanan gézlemlerin kaydedilmesi ile bir veri kimesi elde edilir. Esasen veri igin
giizel bir tanim $0yle yapilabilir: Organize edilmemis (yani ham) halde bulunan rakam, sézcik veya
sembollerin bir toplulugudur. Veri kelimesi, tekil veya ¢ogul manada kullanilabilir. Tekil
kullanildiginda, tek bir gozlem degerini, ¢ogul kullanildiginda ise gozlem degerleri kiimesini ifade
eder. Veri, yalnizca bir degerler kiimesi olarak, sirf kendi basina manasizdir.

Bir veri kiimesi, bilimsel arastirmacinin elde etmek istedigi enformasyonu tasir. Nasil ki agaclar,
kendilerinden kagidin elde edildigi ham materyal ise, benzerce veri de kendisinden enformasyonun
elde edildigi ham materyal olarak goriilebilir. Toplanan veri mitenasipge organize edilip, islendikten
sonra, tasidig1 enformasyon aciga ¢ikarilir. Enformasyon igin giizel bir tanim sdyle yapilabilir: Veri
islemenin sonucudur ki veriyi bir baglama oturtur ve manalandirir. Veri enformasyona
doniistirildiigli zaman, fuzuli detaylarin kiilfetinden arindirilarak daha kolay anlasilabilir ve
iletilebilir bir forma kavusturulmus olur. Yani, enformasyon manali rafine edilmis veridir Ki
bagkalarina da yararli olur.

Kendi baslarina ham gozlemler veridir, enformasyon veya bilgi degillerdir.

[statistik bilimi, toplanan veriden enformasyon saglama ve bu enformasyonu yeniden isleme
prensiplerinin ve prosedirlerinin bir toplamidir. Bu prensipleri ve prosediirleri bilmek, herseyin
oOtesinde, giinliik yasantimizda bellisizlikle yiiz yiize geldigimiz zaman, zekice kararlar vermemizde
bize yardimci olur.

Asagida yer alan tabloda bir ilkokuldaki 20 6grencinin agirliklarina ait toplanmis veriyi ve bu verinin
tasidig1 enformasyonun bir betimlemesini goriiyorsun.

Veri Enformasyon

21 kg, 23 kg, 24 kg, 24 kg, 25 kg, 26 kg, 26 kg, | 5 bireyin agirligi 21 kg’dan 25 kg’a gidiyor,
26 kg, 26 kg, 27 kg, 27 kg, 27 kg, 27 kg, 28 kg, | 15 bireyin agirlig1 26 kg’dan 30 kg’a gidiyor
28 kg, 28 kg, 29 kg, 29 kg, 30 kg, 30 kg

[statistiksel enformasyonu sunmanin pek ¢ok yolu vardir, mesela veriyi tabloya veya grafige dokmek
bunlardandir. Asagida Tiirkiye Istatistik Kurumu (TUIK) tarafindan yayimlanmis istatistiksel
enformasyonu goruyorsun ki soldaki figiir 2018 yili Turk nifusunun toplami, kadinlar ve erkekler
icin yas dagilimini gosteren bir tablo ve sagdaki figiir ayni veriye ait niifus piramidi grafigidir. Simdi,
bu enformasyonu saglayan verinin ham halini diisiinmeye bir ¢aba goster. Acaba gozlemler hangi
gbzlem finiteleri lizerinde yapildi ve gozlem sonuglari nasil kaydedildi?
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Yas grubu

Age group Toplam Erkek Kadin

Toplam-Total 81 867 223 41 059 075 40 808 147 Yas grubu
0-4 6544781 3357981 3186800 aDe
59 6336787 3253192 3083595 85.80
10-14 6322223 3244584 3077639

15-19 6402806 3288016 3114 790 80-84
20-24 6523846 3333076 3190769 75-79
25-29 6256609 3176593 3080016 70-74
30-34 6319097 3197285 3121812 65-69
35.30 6563350 3309834 3253516 60-64
40-44 5836212 2947638 2888574 55.59
45.49 5302832 2665168 2637665 50.54
50.54 4693555 2367229 23256325 45.49
55-50 4163996 2072110 2091886 044
50-64 3437773 18687722 1750051

85-69 2604978 1242584 1362395 3539
70-74 1849910 831911 1017999 30-34
75-79 1257847 537620 720197 25-29
80-84 790992 317440 473552 20.24
85-89 484644 181949 302695 15-19
90-04 146 412 41254 105158 10-14
95.99 23 611 5249 18 362 5.9
100+ 4990 638 4 352 04 [

(%)

TUIK, Nifus Projeksiyoniarn, 2018-2080 r
TwrkStat, Popuiation Prajections, 2013-2080

Tablodaki rakamiar, yuvariamadan dolay: toplami vermeysbilir.
Figures in table may not add up to folals due o rounding
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Asagidaki grafik ¢esitli lilke halklarinin okuryazarlik orantilarinin degisimini yillar boyunca
gosteriyor. Bu daha sofistike grafigin tasidig istatistiksel enformasyonu yine kolayca okuyabiliyoruz.
Elbette, bu enformasyonu saglayan verinin ham hali hi¢ te bu kadar anlagilabilir olmamali.

Ulkelerin Okuryazarhk Orantilarinin Yillar boyunca Degisimi
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Kaynak: hitp://www.ourworidindata org/data/education-knowledge/literacy!
The Cambridge Economic Hislory of Modern Eurgpe: Volume 1, 1700-1870,
Istatistix Gostergeler 1823-2011, TOrkiye Istalistk Kurumy

Ham gozlem sonuglarini kullanilabilir ve paylasilabilir enformasyona doniistiirmek igin veriye dair
su sorularin cevaplanmasi gerekir:

e En miisterek, tipik veya beklenen gozlem hangisidir?

e Gozlemler hangi sinirlar arasindadir?

e Veri nasil gorliniiyor?

Veriye dair yukarida sordugumuz sorulari cevaplamak i¢in kullanabilecegimiz istatistiksel metotlarin
secimi elimizdeki verinin tipine baglhidir.

‘ Giinliik yagantimizda, her birimiz veriyle ve veriden ¢ikarilmis neticelerle, farkinda olsak ta olmasak
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ta, yuz yuze geliyoruz. Gazeteyi, radyoyu veya televizyonu agtigimiz zaman, tiiketici fiyatlarina veya
enflasyona dair en son istatistiksel enformasyona sahip oluyoruz, igsizlik oranlarini ve bunun gesitli
toplum kesimlerinin yoksullugu ile iliskisi hakkindaki bir takim rakamlar veya grafikler 6nlimize
koyuluyor. Yine, borsadaki gelismelere, bosanma oranlarina, spor liglerindeki son duruma ait
raporlar bize ulasiyor. Dijital medyay1 kullanarak, ge¢mis yillara ait enformasyona da ¢ok ¢abucak
ulagabiliyoruz. Mesela, Ulkelerin demografik, ekonomik veya sosyal istatistikler gibi. Bu tip
istatistiksel enformasyon iilkelerin istatistik kurumlar tarafindan bizlere sunulmaktadir. Tiirkiye
Istatistik Kurumu (TUIK) yaymlan iilkemize ait istatistiklerin baslica resmi kaynagidir. Bunun
disinda, istatistik iireten pek ¢ok yerli, yabanci ve uluslararasi resmi ve gayriresmi kaynaklar
mevcuttur.

Belirli bir veri kiimesinden ¢ikarilan neticeler cogu zaman hangi medya organinda yayimlandigina
baglidir ve ¢ogu zaman spesifik lobi gruplarinin tesiri altindadir. Boyle olunca, yurttaslarin,
kendilerine yararli neticelere ulasabilmeleri i¢in, maruz birakildiklar1 enformasyonu filtreden
gecirebilmeye ve elestirel olarak tiikketebilmeye ihtiyaglart vardir.

Degisken

Herhangi bir veri kiimesi bir grup birey hakkinda enformasyon tasir. Bu enformasyon degiskenlerde
taginir. Bir veri kiimesi bir veya birden fazla degiskene ait veriyi barindiriyor olabilir. Bir degisken
bireyden bireye farklilik gosteren ve gozlenebilen (veya dlgllebilen) bir 6zelliktir. Mesela bir kisinin
dogum yeri bir degiskendir. Diger bir misal bir kisinin yillik geliridir. Bir cam agacinin boyu hakeza
bir degiskendir. Bu degiskenler farkli gézlem initeleri (yani bireyler) i¢in ayni veya farkli degerler
alabilir. Eger topladigimiz veri degiskenlik gostermeseydi, tek bir gézlem sonucunda, bir dzellik
hakkinda neticeye varmak yeterli olurdu. Ne var ki ¢ogu 6zellik bireyden bireye degisir. Buna ilaveten
ayni birey i¢in zamandan zamana da degisebilir.

Misal 1 Eger bir yoklama yapmak suretiyle kisilere cinsiyetlerini, yaslarini ve agirliklarini soracak
olursan, bu degiskenlerin bu kisilerde hangi degerleri aldigini belirlemis olursun. Bu sorulara kisilerin
yanitlar1 senin veri kiimeni olusturur.

Dogal fenomenleri 6grenmeye-c¢alisan arastirmacilar bu fenomenlerin bazilarini yalnizea bir degisken
ile ifade edebildikleri gibi, daha kompleks fenomenleri birden ¢ok sayida degisken ile ifade
edebilirler, dyle ki bu degiskenler o kompleks fenomenin basitlestirilmis pargalaridir. Bilhassa
bilimsel aragtirmacilar kompleks fenomenleri daha iyi anlayabilmek i¢in onlar1 daha kolay 6lgulebilir
(veya gozlenebilir) parcalara bolmeyi tercih ederler.

Misal 2 Iklim degisikligi kompleks bir fenomendir. Bu fenomene ait su degiskenler miilahaza
edilebilir: (1) Deniz seviyesi (2) Sicaklik (3) Karbon salinimi1 miktar1 (4) Yagis miktart.

Misal 3 Universite giris sinavinda dgrencilerin basaris1 bir kompleks fenomendir. Bu fenomene ait
su degiskenleri milahaza edebiliriz: (1) Sinav puani (2) Ders-¢alisma siiresi (3) Ogretmen basina
diisen 6grenci sayis1 (4) Smuftaki 6grenci sayis1 (5) Ogretmenlerin dgretimsel diizeyi (6) Ogretim tipi
(7) Ev ve okul aras1 mesafe (8) Ebeveynin 6grenciye ayirdigi 6gretim destegi siiresi.

Degiskenler, kompleks fenomenlerin daha kolay dl¢iilebilen basitlestirilmis parcalaridir.
Ogrenmeye-calistigimiz herhangi bir kompleks fenomene ait gézlem sonuglarini belirlenen
degiskenlerin altinda kaydederiz. Basit fenomenlerin kendileri zaten dogrudan 6lgiilebilen birer
degiskendir.

Nicel Degisken ve Nitel Degisken

Nicel degisken, sayisal degerler alir. Tam sayilar veya kesirli sayilar olabilir. Bu sayisal degerler
tizerinde aritmetik islemler yapilabilir. Bu tiirden degiskenlere sayisal degerli degiskenler de deriz.
Sayarak veya olcerek gozleriz.

Nitel degisken, bir bireyi iki ya da daha ¢ok kategoriden birine sokar. S6zel degerler alir. Bu tiirden
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degiskenlere kategorik degerli degiskenler de deriz. Kategorize ederek gozleriz.

Yas (y1l), kandaki alyuvar sayisi, ve kan basinct (mmHg) gibi nicel degiskenler sayisal degerler alir
ki bunlar itizerinde aritmetik islemler yapabiliriz. Cinsiyet, dogum yeri ve harf notu gibi nitel
degiskenler bireyleri basit¢e kategorilere sokar ki kategorileri saymak ve/veya siralamak disinda bir
aritmetik isleme tabii tutamayiz.

Bir bilimsel arastirmada degiskenleri anlamak, onlar1 tanimlamak ve onlar1 kontrol altina almak
veya Olgmek ¢ok nemlidir.

Birden Fazla Degiskene Ait Veri

Istatistik bilimini kullanarak cevaplamaya ¢alistigimiz &nemli sorularin gogu, farkli degiskenler
arasindaki iligkilere dairdir. Mesela tiitiin i¢iciligi ve saglik sorunlar1 arasindaki iligki, iizerinde en
¢ok tartigilan ve bilimsel arastirma yapilan bir merak konusudur Ki uzun siiredir, tiitiin i¢iciliginin
akciger kanseri ile iliskili olduguna inanilmaktadir.

Iliskileri 6grenmeye-calisabilmek igin, birden fazla degiskene ait veri gerekir. Baz1 durumlarda
iligkiler iki degisken arasindadir, diger bazi durumlarda bu degiskenlerin sayis1 daha fazla olabilir.
Boyle olunca, bir gozlem {initesi lizerinde birden fazla degiskeni 6lgmek icabeder.

Misal 4 Bir medikal bilimsel arastirma grubu rastgele segtikleri 100 kisinin viicut yag: ylizdelerini ve
kan basinglarini 6l¢tiiler. Bu durumda, iki siirekli sayisal degisken mevcut: viicut yagi yiizdesi ve kan
basinct. Ogrenme-calismasina katilan her bireyden her iki degisken i¢in veri toplandi. Yani, her birey
icin iki veri degeri mevcut ve medikal bilimsel arastirma grubunun kullanacagi veri, bu deger
ciftlerinden olustu. Arastirmacilarin giftler olarak veri degerlerini kaydettikleri tablonun kismi bir
goriiniimi soyle idi:

Gozlem Unitesi | Viicut yagi (%) | Kan basinci (mmHgQ)
Birey 1 18 139
Birey 2 12 129
Birey 3 6 111
Birey 4 21 138

En temel diizeyde, birden fazla degiskeni 6grenmeye-calistiimiz zaman, degiskenler arasinda bir
cagrisim arar1z. Bu basitge, bir degiskenin belirli degerlerinin diger bir degiskenin belirli degerleri ile
birlikte vuku bulmasi (veya ortaya ¢ikmasi) manasina gelir.

Mesela, yukaridaki 6grenme-galigmasi, yiiksek viicut yagi yiizdesine sahip kisilerin yiliksek kan
basincina sahip olmaya yatkin oldugunu gostermeyi amaglamis olabilir. Eger durum bunu gosterirse,
iki degiskenin birbiriyle ¢agrisimli oldugunu sdyleyebiliriz. Ancak, bu, iki degiskenin iligkili
olabilecegi yollardan yalnizca biridir. Mesela, tiitiin igmenin akciger kanserine neden oldugu gibi,
degiskenler arasindaki iliskilerin diger farkli yollarin1 6grenmeye-calismak igin, kontrol altina
alinmis deneyler dizayn edebiliriz. Bu deneysel sonuclar su gibi daha sofistike sorular1 cevaplamay1
gerektirebilir:

e Hangi degiskenler en miinasebetli?

e Iki deneyin ¢ikimlari arasinda farklar var mi?

e Bu farklar gergek mi yoksa verideki parazitin bir sonucu mu?

Yanit Degiskeni ve Aciklayici Degisken

Bir istatistiksel deneyin sonucunda gozledigimiz bir degiskenin degerlerindeki degisiklige bir baska
degiskenin neden oldugunu veya en azindan s6z konusu degisikligi agikladigin1 diistiniiyorsak, bu
degiskenlerden ilkine yanit degiskeni ve ikincisine agiklayict degisken adi verilir. Pek ¢ok
istatistiksel deneyin maksadi, yanit degiskeninin aldigi degerlere agiklayici degiskenin etkisini
degerlendirmektir. Daha karmasik iliskilerde, birden ¢ok sayida yanit degiskenleri veya agiklayict
degiskenler bulunabilir.
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Veri Kaynaklari

Veri kiimeleri baslica iki kaynaktan saglanabilir. Bir veri kaynag: birincil veya ikincil olabilir. Bu
ikisi arasindaki ayrim veriyi kullanan kisinin ayni zamanda veriyi toplayan kisi olup olmadigina
baghdir. Belirli sorulari cevaplamak ve bir takim neticelere varmak i¢in veri kullanan kisiye veri
analizcisi denir. Veriyi toplayan kisiye veri toplayicist denir. Eger veri analizcisi ayn1 zamanda veri
toplayicisi ise, o zaman veri birincil kaynaktan saglanmis olur. Eger veri analizcisi bir baskasi
tarafindan toplanmis veriyi kullantyor ise, o zaman veri ikincil kaynaktan saglanmis olur.

Cogu durumda, veri en kolay ikincil kaynaklar yoluyla elde edilir. Devlet kurumlari ve baska
kurumlar ¢ogu zaman kendi verilerini kamuya agarlar. Bu taktirde, bir veri analizcisi ihtiya¢ duydugu
veriyi bu kurumlarin kaynaklarini kullanmak suretiyle toplayabilir, elbette bunu rapor etmesi
kosuluyla.

Ote yandan, ikincil veri kaynaklarinin mevcudiyetinin olanakli olmadig1 pek ¢ok durum vardur.
Popiilasyonlarin yapis1 zamanla ve farkli kosullarin tesiriyle degisebilmektedir. Bilhassa bilimcilerin
tizerinde ¢alistiklari mevzulara dair hipotezlerini test etmek icin birincil kaynaktan veri toplamalari
gereklidir. Degiskenler arasindaki neden-ve-etki iliskilerini agiga ¢ikarmak istedikleri zaman, bu
veriyi dizayn-edilmig deneyleri yuruterek elde edebilirler ancak.

Populasyon ve Ornek

Populasyon, 6grenme-calismamiza konu olan 6zellige sahip tiim bireylerin kiimesidir. Bireyler;
insanlar, hayvanlar, bitkiler, nesneler ve durumlar olabilir. Yani daha bagka bir ifadeyle soylersek,
populasyon denildigi zaman bir degiskenin alabilecegi tiim olanakli Sonuglarin kiimesi tanimlanmig
olmaktadir. Istatistiksel manada, bir veri kiimesidir, bir popiilasyon. Ve bu veri kiimesi bilimsel
arastirmacinin saglamak istedigi enformasyonu tasir.

Istatistiksel bir popiilasyonu tanimlamanin basat kosulu popiilasyonu olusturan bireylerin durum,
zaman veya mekan boyutunda spesifik bir tanimlarmin yapilmig olmasi gerekliligidir. Mesela
Tiirkiye’de yasayan tUm insanlar, belirli bir hastaligi tasiyan tum bireyler, Dogu Anadolu Bolgesi’nin
tim koyleri, Erzurum’da yetisen kavak agaglari ve yirmi birinci yiizyilda meydana gelen tiim tren
kazalar1 birer populasyondur.

Bir popiilasyonu meydana getiren tiim bireylerin kiimesi, ¢ogu durumda ¢ok genis ya da sonsuz
genislikte olabileceginden, bilimsel arastirmact bu klimenin sadece bir alt kiimesini 6rneklemekle
yetinmek durumunda kalacaktir. Ornek, populasyonun herhangi bir alt kiimesidir.

Sonraki bolumlerde 6grenecegin (izere, veri toplamak igin degisik metotlara basvurabiliriz. Hangi
veri toplama metodunu kullanmig olursak olalim, elimizdeki veri, bir popiilasyonun bir ornegi
olacaktir. Eger bu 6rnekten sagladigimiz enformasyonu, 6rnegi ¢ektigimiz popiilasyona genellemek
niyetindeysek, ornegin, ¢ekildigi popiilasyonu temsil kabiliyetine sahip olmasi zorunludur.

Hedef Poptilasyon

Bir veri toplama prosesi, veri toplamanin ni¢in ve kimden yapilacagini betimleyen ereklerin tesbitiyle
baslar. Veri toplayicisinin erekleri, toplanmasina ihtiya¢ duyulan veri hakkinda pek ¢ok sey soyler.
Hedef popdlasyonun belirlenmesinde bu erekler rol oynar. Mesela, farzedelim ki okudugun
tiniversitede mezuniyet partisi diizenleme komitesi baskanisin ve bu partinin planlanmasinda
kullanilmak iizere dgrencilerden enformasyon temin etmek istiyorsun. Bu genel amag cergevesinde,
sunlar gibi daha rafine bazi erekler tespit edebilirsin: (1) Partinin basarili olmasin1 saglayacak
faktorleri belirlemek i¢in 6grencilerden enformasyon devsirmek, ki burada “basar1” kriterleri olanakl
en cok sayida Ogrencinin partiye katilmasi ve katilanlarin beklentilerinin karsilanmasidir. (2)
Dizenleme komitesi tarafindan kullanilacak yararli verinin elde edilmesi.

Bir veri toplama plani; hedef popiilasyonu, veri gereksinimlerini ve dlgililecek degiskenleri agik¢a
betimlemek suretiyle; tespit edilen ereklere nasil ulasilacagini gosterecektir. “Hangi 6grenciler?”
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sorusunu sormak hedef popiilasyonun tanimlanmasina yardimci olacaktir. Mezuniyet partisi
diizenleme komitesi bagkan1 olarak, muhtemelen bu y1l mezun olacak 6grencilere sorularini sormak
isteyeceksin. Yani, bu yil itibartyla okuduklar1 boliimlerin son sinifinda olan 6grenciler. Fakat, bazi
son sinif dgrencileri ¢esitli nedenlerle bu yi1l mezun olamayacagi i¢in, onlara danismaya gerek yok.
Yine, mezuniyetini uzatmis ve bu yil mezun olacak daha eski 6grenciler olacagi i¢in, onlara da
damismak gerek. Buna gore, hedef popiilasyonunu sdyle tanimlayabilirsin: “Universitenin bu yil
itibartyla mezun olacak 6grencileri.”

Temsilci Ornek

Bir temsilci 6rnek, hedef populasyonun sahip oldugu tipik ozellikleri ayniyla yansitir. Mesela
secimlerden Once yapilacak bir halkoyu yoklamasini diisiinelim. Varsayalim ki halkoyu yoklamasi
Tiirkiyede’ki 55 milyon kayitli se¢menden iktidardaki partiyi destekleyenlerin yiizdesini kestirmeyi
hedefliyor. iktidardaki partinin {iyesi se¢gmenlerin olusturacag: bir Grnekten toplanacak yoklama
verisinden yapilacak kestirime dayanacaksa, bu halkoyu yoklamasi akil isi olmaktan uzaktir elbette.
Boylesi bir kestirim, neredeyse hi¢ kuskusuz yiiksege yanli olacaktir ve nihayetinde pek guvenilir
olmayacaktir. Bir temsilci 6rnegin, her yoniiyle popiilasyonun kiigiik bir benzeri (veya modeli) olmas1
gereksinimi, se¢im prosediiriinii ziyadesiyle zorlastirmaktadir.

Rastgele Ornek

Temsilci 6rnek gereksinimini karsilamanin en miisterek yolu bir rastgele érnek cekmektir. Bir
rastgele ornek, populasyondan ayni hacimdeki her alt kiimenin segilme sansinin esit oldugunu bize
garanti eden ornektir. Eger yoklama, populasyondaki 55 milyon segmenden 900’iinii 6rnekliyorsa ve
her 900 segmenlik alt kiimenin se¢ilme sansi esitse bu bir rastgele 6rnektir. Rastgele bir 6rnek
¢ekmenin en basit yolu popiilasyonu olusturan tiim bireyleri bir torbaya koyup, karistirip, sansa bagl
olarak birer birer gekmektir. Elbette hemen hemen hig bir popilasyon torbaya sigmayacagina gore
sansa bagli ¢cekim islemini, popiilasyonu olusturan bireylerin bir listesi lizerinde yapmak gerektigi
aciktir.

Sunu iyi anlamalisin ki bir popiilasyondan bir 6rnegi rastgele ¢cekmek, sana bir temsilci 6rnek garanti
etmez; ¢ektigin ornekten popiilasyona genellestirme yaparken, bir olasilik tayin edebilmene olanak
saglar.

Ornekleme Unitesi

Popiilasyondan segilerek 6rnege girebilecek her gozlem tinitesi bir drnekleme Unitesi olabilecegi gibi
g6zlem Unitelerinin bir gurubu da bir Ornekleme (Gnitesi olabilir. Hangi Ornekleme unitesini
kullanacaginizi belirlerken ¢cogu zaman 6grenme-calismanizin 6lgmek istedigi seyi ve drneklemek
istediginiz popiilasyon hakkinda elde etmek istediginiz veriyi goz Oniine alacaksiniz. Mesela
sosyoekonomik bir 6grenme-galismasinda bir 6rnekleme unitesi bir kisi olabilecegi gibi bir hane, bir
apartman, bir sinif, bir isletme veya bir kdy olabilir. Sonrasinda bu 6rnekleme tinitesinin kapsadigi
gdzlem {initeleri iizerinde dl¢iim yapilir. Tiirkiye Istatistik Kurumu, vatandaslarmin mesela aylik
kazancini 6grenmek i¢in tilkedeki hanelerin bir 6rnegini ¢eker. Boyle olunca, hedef populasyondaki
haneler 6rnekleme niteleri olarak hizmet eder ve 6rneklenen hanelerde ikamet eden kisiler de gozlem
tiniteleridir. Bir entomoloji 6grenme-¢alismasinda, bir déniimliik parselleri 6rnekleyebiliriz ve ondan
sonra, drneklenen parsellerde yer alan bireysel bitkilerin tizerindeki boceklerin sayisini dlgebiliriz.
Bu halde, 6rnekleme Unitesi parseldir ve bireysel bitkiler gézlem tniteleridir.

Ornekleme Cergevesi

Istatistik-bilimi acgisindan bakildiginda, popilasyonu belirleyen, bilimsel arastirmanin amacidir.
Bilimsel arastirmaci ornekten elde edecegi enformasyonu nereye kadar genellemek istiyorsa,
hedefledigi popiilasyonun hacmi de o kadar genisleyecektir. Bilimsel arastirmacinin hedefledigi
populasyon, bilimsel aragtirmanin 6rnekleme cergevesini de belirler.
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Ornekleme cergevesi, érnegin fiilen iginden gekilecegi drnekleme unitelerinin bir listesidir. ideal
olan1 bu ¢er¢evenin popiilasyondaki her dérnekleme Unitesini listeliyor olmasidir fakat pratikte bu o
kadar da kolay degildir. Ornekleme ¢ergevesinin dogru tespit edilebilmesi, popiilasyonun érnekteki
temsili ile alakali oldugundan, rastgele drnekten populasyona yapilacak ¢ikarimi etkiler.

Istatistiksel Cikarim

Simdiye kadar istatistiksel ¢ikarim probleminin bes elemanindan dordiinii tanimis olduk: Bir
populasyon, ilgilenilen bir veya birden ¢ok sayida degisken, bir 6rnek ve bir ¢ikarim. Fakat ¢ikarimi
yapmak sadece hikayenin bir kismidir; yaptigimiz ¢ikarimin ayni1 zamanda giivenilirligini de bilmek
zorundayiz. Yani, yaptigimiz ¢ikarim ne kadar i1yi? Bir poplilasyon hakkinda yapacagimiz bir
¢ikarimin dogrulugundan emin olabilmemizin yegane yolu, popiilasyonun tamamini 6rnegimize dahil
etmektir. Bununla birlikte kaynak yetersizliklerinden (yani yetersiz para, zaman, emek vb.) dolayi
¢ogu zaman (neredeyse hi¢ bir zaman) popiilasyonun tamamiyla ¢alisamayiz. (Yani 6rnek hacmi hig
bir zaman popiilasyonun hacmine esit olmaz.) Bu sebeple, ¢ikarimlarimizi popiilasyonun sadece bir
kismina (bir 6rnegine) dayandiririz. Boyle olunca, ¢ikarimlarimiz bir bellisizlik unsuru tagimaktan
kurtulamaz. Bu sebeple, her ne zaman olanakliysa, yapilan her ¢ikarimin giivenilirligini belirlemek
ve rapor etmek 6nemlidir. Glvenilirlik, dyle ise, ¢ikarimsal istatistik probleminin besinci elemanidir.

Guvenilirlik 6lgusi, bir istatistiksel ¢ikarimin barindirdigi belllsizligin derecesine dair nicel bir
ifadedir. Bir ¢ikarima eslik eden giivenilirlik 6l¢iisii, istatistik bilimini falciliktan ayirir. Bir falci da,
tipk bir istatistik¢i gibi, bir 6rnegi inceleyebilir (ki elimiz) ve popiilasyon (ki yasantimiz) hakkinda
¢ikarim yapabilir. Bununla birlikte, istatistiksel ¢ikarimda oldugunun aksine, falcinin ¢ikarimina
herhangi bir giivenilirlik 6lgtisii dahil degildir.

Istatistiksel ¢ikarim, bir 6rnegin tasidig1 enformasyona dayanarak bu drnegin cekildigi popiilasyon
hakkinda bir kestirim, tahmin veya diger bir genellemedir. Bu genellemenin spesifikligi, olasilig
belirli bir genelleme olmasidir. Yani daha dar hacimdeki 6rnegin tasidigi enformasyonu kullanarak
daha genis hacimli popiilasyonu 6greniriz. Ve bu 6grenmenin dogrulugu veya yanligligr hakkinda
matematiksel bir kesinlige sahip oluruz. Ciinkii bu siiregte istatistik bilimi matematik biliminin
olasilik teorisinden yararlanir. Bir istatistiksel ¢ikarima dair bellisizligin derecesi hakkinda her zaman
nicel bir ifade olarak bir gtvenilirlik 6l¢tisti mevcuttur.

[statistiksel ¢ikarim strecini asagidaki sekilde 6zetleyebiliriz. Bilimsel arastirmaci popiilasyondan
rastgele bir ornek g¢eker. Ornekten elde ettigi enformasyonu popiilasyona, belirli bir olasilikla
geneller. Istatistik bilimi notasyonuna gére popiilasyonun hacmini N ile ve 6rnegin hacmini de n ile
gosteririz.

POPULASYON ~
Omekleme
N—w ~
(Rastgelelik) Omek
n—N
Cikarim
(Olasilik)

Dikkat edersen, bu siirecin bir timdengelim ve tiimevarim dongiisii yarattigini gorebilirsin. Akabinde,
bilimsel arastirmalar bir kez yapilmakla da kalmaz. Farkli bilimciler tarafindan yinelenerek yapilir
ayni bilimsel arastirma ve bu sayede bulgularin dogrulugu ve giincelligi saglanmaya ¢alisilir.

Misal 5 ABC kablo TV kanali, abonelerinin yasin1 merak etmekteydi. Bir istatistik¢inin yardimiyla,
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abonelerinden 600’{inii rastgele 6rneklediler ve herbirinin yasini belirlediler.
Ornekleme Unitesini betimle

Gozlem unitesini betimle.

Hedef populasyonu betimle.

Ornekleme cergevesini betimle.

llgilenilen degiskeni betimle.

Ornegi betimle.

Yapilmak istenilen ¢ikarimi betimle.

P00 OCTw

«Q

Cevap:

ABC kablo TV kanalinin abonesi olan her kisi bir 6rnekleme Unitesidir.

ABC kablo TV kanalina abonesi olan her kisi bir gézlem tinitesidir.

Hedef popiilasyon, yas1t merak edilen, ABC kablo TV kanalinin tim aboneleridir.

Ornekleme cercevesi ABC kablo TV kanalinin tiim abonelerinin listesidir.

Abonelerin yasi ilgilenilen degiskendir.

Ornek, hedef popiilasyonun bir alt kiimesi olmalidir. Bu durumda ABC TV kanal1 aboneleri

arasindan secilen 600 kisidir.

g. Yapilmak istenilen ¢ikarim 600 aboneden olusan 6rnegin tagidigi enformasyonu ABC kablo
TV kanalinmn tiim abonelerinden olusan popiilasyona genellemeyi ihtiva eder. (Ornekteki
abonelerin yaslart ABC kablo TV kanali abonelerinin hangi yaslar arasinda oldugunu veya
yaslariin aritmetik ortalamasini kestirmede kullanilabilir.)

P00 OCTw

Misal 6 Trakya Bolgesindeki ineklerin ortalama agirlhigini bulmak igin bir 6rnekleme yapiliyor.
Bolgedeki tum ciftliklerin bir listesi mevcut ve bu listeden rastgele 30 giftlik segiliyor. Sonra, segilen
30 ciftlikteki her bir inegin agirligi kaydediliyor. Agirlig: dlgiilen tiim ineklerin sayisi1 532.

a. Ornekleme unitesini betimle
b. Gozlem lnitesini betimle.
c. Hedef populasyonu betimle.
d. Ornekleme gergevesini betimle.
e. Ilgilenilen degiskeni betimle.
f.  Ornegi betimle.
0. Yapilmak istenilen ¢ikarimi betimle.
Cevap:
a. Ciftlik.
b. Inek (yani, disi sigir ki en az bir kez buzagilamis olsun).
c. Trakya bolgesindeki tim inekler.
d. Trakya bolgesindeki tim ciftliklerin listesi.
e. Ineklerin agirhig1.
f.  Agirhigi lgiilen 532 inek.
g. Besyliz otuz iki inekten olusan 6rnegin ortalamasini hesaplayarak Trakya Bolgesinde mevcut

inek popilasyonun ortalamasini kestirmek.

Parametre ve Istatistik

llgilendigimiz 6zellige sahip tim gdzlem {initelerini dlgebilseydik, elde edecegimiz veri ki buna
popiilasyon diyoruz, kesinligi olan bir enformasyonu tasiyor olacakti. Popiilasyonun nifusu sayisinca
veri tarafindan tasinan enformasyonu elde edebilmek igin bu verinin 6zetlenmesi veya baska bir
deyisle indirgenmesi yani betimlenmesi gerekir. Iste popiilasyonu olusturan olanakli tim sonuglarin
birbirinden farklilik gosteren degerlerini daha anlasilir/yararlanilabilir bir tarzda 6zetleyen veya
indirgeyen yani betimleyen sayisal olgiiler populasyon parametreleri diye adlandirilir. Bilimsel
arastirmacinin degiskenleri ve aralarindaki iliskileri 6grenmeye calisirken esasen pesinde oldugu da
bu popllasyon parametreleridir. Bunlara misal olarak aritmetik ortalama, ortanca, oranti, varyans,
ceyreklikler, korelasyon katsayisi, regresyon dogrusunun kesimi ve egimi verilebilir.

Popiilasyon parametreleri, farkli degerlere dagilan veriyi, genel manada bir merkezi degerle ve bu
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merkezi degerden sapmalar1 da baska bir merkezi degerle betimler. Parametrik Olciilere kolayca
ulasabilseydik, hayat nispeten daha kolay olabilirdi belki; ancak, bir degiskenin olanakli tiim
sonuglarina ulagmak, yani popiilasyonu olusturan tiim gozlem tinitelerini 6lgmek, pek ¢cok zaman
olanak disidir. Cilinkii bilimsel arastirma igin harcanabilecek kaynaklar sinirlidir. Bu sebeple, pek ¢ok
zaman populasyon parametreleri mechuldur.

Ornekleme fikri, biitiin hakkinda enformasyon saglamak iizere biitiiniin bir parcasmni dgrenmeye-
calismaktir. Popiilasyona ulasamadigimiz durumda, 6rnege giren sonuglarin biribirinden farklilik
gosteren degerlerini betimleyen sayisal Olgiileri hesaplariz. Ornekteki veriyi betimlemek igin
hesaplanan bu sayisal dlgiiler, 6rnek istatistikleri diye adlandirilir. Ornek istatistikleri popiilasyonun
megchul parametreleri icin birer kestirimdir. Mesela Tiirkiye Istatistik Kurumu (TIK) aylik ortalama
enflasyon oranii kestirmek i¢in Tiirkiye pazarinda alinip satilan biitiin mal ve hizmetleri temsil
etmek lizere “enflasyon sepeti” ad1 verilen bir 6rnek ceker. Bu drnekten hesaplanan ortalama aylik
enflasyon orani bir istatistiktir ve mal ve hizmetlerin timdnden olusan popiilasyonun meghul
parametresi igin bir kestirimdir.

Bir ornekteki dl¢limlere dayanarak bir popiilasyon hakkinda bir takim iddilarda bulundugumuz
zaman, esasinda parametrelere ve istatistiklere atif yapariz. Ozetlersek, bir parametre, bir
poplilasyonun bir 6zelligini betimleyen bir sayisal dl¢iidiir. Bir istatistik, bir popiilasyondan ¢ekilen
bir 6rnegin ayni 6zelligini betimleyen bir sayisal ol¢lidiir. (Acik ki eger 6rnek hacmi popiilasyon
hacmine esit olsaydi, bunlar biribirine esit olacakti.) Bu manada, istatistikler enformasyon temin
etmenin en genel yoludur. Asagidaki figiir istatistiksel kestirim kavramini resmediyor.

POPULASYON

. Ornek
Kestirim

Istatistik
(malum)

PARAMETRE <€
(meghul)

Misal 7 Erzurum ilinde hane basina yillik enerji tilketimi nedir acaba? Saglamaya calistigimiz
enformasyon Erzurum ilindeki tiim hanelerin yillik enerji tiiketimi verisinde barinmaktadir. Erzurum
ilindeki 135087 hane bizim populasyonumuzdur. Bu populasyonun (minimum, maksimum,
ortalama, varyans gibi) parametreleri de saglamaya c¢alistigimiz enformasyondur. Popiilasyonun
tamami i¢in sayim yapmaya giliclimiiz yetmedigi zaman, daha az sayida haneyi rastgele
ornekleyecegiz. Populasyon parametrelerinin birer kestirimi olarak kullanmak Uzere 06rnek
istatistiklerini hesaplariz.

Misal 8 Daha yukarida, bir ilkokuldaki 20 6grencinin agirliklarina ait toplanmig veriyi ve 0 Verinin
tasidig1 enformasyonun bir betimlemesini bir tabloda gormiistiik. Simdi biliyoruz ki o enformasyonu
parametreler veya istatistikler cinsinden de ifade edebiliriz. Ama 6nce, bu verinin bir populasyon
verisi mi yoksa bir 6rnek verisi mi olduguna karar vermemiz lazim.

Soyle ki, hedef popilasyonun sinirlarini bilimsel aragtirmacinin niyetinin ¢izdigini 6grenmistin. Yani,
agirliklart 6lgiilen dgrenciler, bu veriyi toplayanin niyetine gore, bir populasyon olarak telakki
edilebilecekleri gibi, bir 6rnek olarak ta telakki edilebilirler. Eger veri toplayicisinin niyeti yalnizca
20 Ogrenciden olusan, belirli bir smiftaki 6grencilerin agirligini 6grenmeye-calismak idiyse, o
smiftaki 6grencilerin tiimii, yani 20 dgrenci, elbette bu 6grenme-galismasi i¢in tanimlanmis bir
popiilasyondur. Veri toplayicis1 hedef popiilasyonun tim bireylerini gézlemistir. Oyleyse, bu veri bir
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populasyon verisidir. Eger veri toplayicisinin niyeti belirli bir ilkokuldaki 6grencilerin agirligini
ogrenmeye-calismak idiyse, o ilkokuldaki 6grencilerin tiimii, bu halde, elbette bu 6grenme-galismasi
icin tanimlanmis bir populasyondur. Veri toplayicisi bu popiilasyonun tiim bireylerini gézlemek
yerine, o ilkokuldaki dgrenciler icerisinden 20 sini érneklemistir ve gozlemistir. Oyleyse, bu veri bir
ornek verisidir.

Bilimsel arastirmaci, pesinde oldugu enformasyona ulasmak igin, bu veriyi bazi sayisal olgiiler ile
de Ozetlemistir. Bu sayisal Olgiilerden birisi aritmetik ortalamadir ve degerini 26.55 kg olarak
hesaplamistir. Eger bu bir popiilasyon verisiyse, hesaplanan bu deger popiilasyon parametresinin
degeridir; yani belirli bir siniftaki 6grencilerin agirligidir. Eger bu bir 6rnek verisiyse, hesaplanan bu
deger ornek istatistiginin degeridir ve populasyon parametresinin bir kestirimidir; yani 6rneklenen
ogrencilerin agirligidir ve ait olduklari ilkokuldaki tim 6grencilerin agirlhiginin bir kestirimidir.

Veri Enformasyon Parametre/istatistik
21 kg, 23 kg, 24 kg, 24 kg,
25 kg, 26 kg, 26 kg, 26 kg,
26 kg, 27 kg, 27 kg, 27 kg,
27 kg, 28 kg, 28 kg, 28 kg,
29 kg, 29 kg, 30 kg, 30 kg

5 bireyin agirligt 21 kg’dan 25
kg’a gidiyor, Aritmetik ortalama agirlik =
15 bireyin agirligi 26 kg’dan 30 26.55 kg

kg’a gidiyor

Istatistiklerin parametreleri kestirmedeki isabetliligi 6rnekleme veya veri toplama metodu ile
dogrudan ilgilidir. Eger 6rnekleme dogru metotla yapilmaz ise, yani 6rnek popilasyonu iyi temsil
edemezse, ornek istatistikleri populasyon parametrelerinin isabetli kestirimleri olamazlar. Mamafih,
ornekleme dogru metotla yapilmis olsa dahi, istatistigin parametreye isabet edip etmedigini hi¢ bir
zaman bilemeyiz, ancak bunun olasiligin1 kestirebiliriz, ki bu da ancak orneklemenin rastgele
yapilmis olmasiyla miimkiindiir. Baz1 popiilasyon parametrelerine ve miitekabil 6rnek istatistiklerine
ait notasyonu asagidaki tabloda gorebilirsin.

Sayisal betimleyici Popiilasyon parametresi Ornek istatistigi
Aritmetik ortalama U y
Varyans 2
Standart sapma

Binomiyal oranti

Korelasyon

Regresyon dogrusunun egimi
Regresyon dogrusunun kesimi

Q™o 3 a9 9
QT RT v AR

Hiilasa, bize, ilgilendigimiz popiilasyon hakkinda, elimizdeki veri kiimesine dayanan olasilik
ifadeleri temin eden istatistiksel ¢ikarim adini1 verdigimiz sonuglarin iki tipi vardir. (I) Kestirim:
ilgilendigimiz parametreyi kestirmek i¢in ¢ektigimiz 6rnegin barindirdigi enformasyonu kullanmak.
Mesela, iktidar partisinin iilke ¢apindaki gilincel oy orantisin1 kestirmek i¢in yapilacak bir 6rnek
yoklamasinin sonucunu kullanmak. (II) Anlamhihk testi: ilgilendigimiz parametre hakkindaki belli
bir ifadenin dogru olup olmadigini belirlemek i¢in 6rnegin barindirdigi enformasyonu kullanmak.
Mesela, iktidar partisi iilke capindaki gilincel oy orantistninin %75 ten fazla oldugunu iddia
etmektedir. Bu iddianin yapacagimiz Ornek yoklamasina ait veri tarafindan desteklenip
desteklenmedigini belirlemek istiyoruz. Anlamlilik testlerine baska kaynaklarda, ayni zamanda,
hipotez testleri de denildigini goriirsiin. Kabaca bu iki terim biribirinin yerine kullaniliyor olsa dahi,
teknik olarak farklidir. Kisaca, burada, hipotez testinin, anlamlilik testine gore, daha genis bir kavrami
tanimladigini séylemekle yetinecegim.

Istatistiksel Problem-C6zme Prosesi

Istatistiksel problemleri nasil ¢dzecegini 6grenirken, sunun farkinda olmalisin ki istatistik dort
bilesenli bir prosestir: (1) Istatistiksel sorusturma sorularinin formiilasyonu. (2) Verinin toplanmasi
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ve miilahazasi. (3) Verinin analizi (4) Sonuglarin interpretasyonu.

f

/ e

'SS;?SS:&?&?; : Veriyi topla G Sonuglarin

} F | ve Iy : interpretasyonunu
\ sorularini S S —” analiz e 2

\formule et

EJ

Spesifik formiillere ayr1 ayr1 yogunlagsmaktan daha ziyade, bu prosesi bir biitiin olarak kavrayabilen
her 6grenci, yasama dair problemleri ¢ozmek igin istatistiksel diisiinebilmeyi ve blyuk resme
bakabilmeyi basaracaktir.

SAS istatistiksel yazilim sirketinin es-kurucusu John Sall’mm JMP blogunda “Istatistik Nigin
Esansiyeldir?” basgligiyla yayimlamis oldugu bir yazidan bir bolumin cevirisi:

“Insanlarin cogu, istatistik biliminin ne kadar esansiyel oldugunun farkinda degildir. Giinliik
yasantimiz, oysa, istatistik biliminin iiriinleri ile ¢evrilidir. Disini fir¢caliyorsun, mesela. Dis
macunundaki florid belirli 6grenme-¢alismaSinin eseridir. Bu 6grenme-¢alismalari, giivenilir ve
etkili bir icerigi ve miinasip konsantrasyonu hassas bir sekilde saglamak igin istatistiksel
metotlart kullanan bilimcilerce yiiriitiilmiistiiv. Dis macununun formiilasyonu, istatistiksel
modelleme vasitastyla optimal formiilasyonu belirleyebilmeyi saglayan bir seri dizayn-edilmis
deneyin bir sonucudur. Dis macunu iiretimi, belirli bir kaliteyi ve bu kalitenin tutarliligini garanti
etmek ve degiskenligi azaltmak i¢in istatistiksel kontrol siiregleri kullanilarak takip edilmistir.
Uriiniin vasiflar, istatistiksel metotlar kullamlarak tiiketici deneyleri vasitasiyla égrenilmeye-
calisilmistir. Fiyatlandirmada, paketlemede ve pazarlamada, en iyi kararlart verilebilmek igin
istatistiksel metotlardan yararlamlmistir. Hatta siipermarket rafinda dis macununun sergilendigi
ver bile istatistiksel ogrenme-¢alismalarimin bir sonucudur. Reklam kampanyalart istatistiksel
metotlar kullanilarak yonetilmistir. Senin satinalma iglemin bir veri olarak istatistiksel analize
tabii olmustur. Satinalmada kullandigin kredi kartimin, giivenligini saglayan prosediirler bir
istatistiksel modele dayali olarak ¢alismistir. Yani, istatistik bilimi biitiinsel siireci igerisinde
valnizca dis macunu icin degil, tiikettigimiz her tiriin, aldigimiz her hizmet ve katildigimiz her
aktivite icin onemlidir. Her ne kadar farkinda olmasan bile, istatistik bilimi yasaminda yer alan
her siirece dahildir. Istatistik bilimi baktigin her yerdedir.”

Sall J. (2013), “Why Statistics is Essential?” JMP Blog, SAS Blogs Home, link:
http://blogs.sas.com/content/imp/2013/01/14/why-statistics-is-essential/ .
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Mini Proje 01

Belirledigin bir populasyondan rastgele segtigin bireyler tizerinde farkli tiplerde 10 ayr1 degiskene ait
veri topla. Sunu unutma ki istatistiksel manada “birey” illaki canli olmak zorunda degil.

Hedef populasyonu belirt.

Ornekleme cergevesini belirt.

Rastgele secim prosedurini belirt.

Ornekleme unitesini belirt.

GOzlem Gnitesini belirt.

Ornegi belirt.

Degiskenlerin adlarini, tiplerini, él¢im birimlerini, 6lcim dizeylerini ve veri tiplerini belirt.
Bir veri tablosu hazirla.

S@ e a0 o

a-g siklarin1 bir MS Word belgesine ve h sikkini bir MS Excel ¢alisma-sayfasina kaydet.
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BOLOM 02 | GORSEL BETIMLEME

Giris

Gorsel betimleme ile kastetti§imiz sey, verinin tasidig1 enformasyonu tablo ve grafikler yardimiyla
gorulebilir hale getirmektir. Bu manada, veriyi organize etmenin ve diizenlemenin ¢esitli yollar
mevcuttur. Tablolar1 kullanmak suretiyle oldukca fazla enformasyon goz Oniine serilebilir fakat
¢iplak rakamlardan miitesekkil boylesi dizenlemeler ¢ogu zaman ruhsuz ve bazen de Urkutici
gelebilmektedir insanlara. Grafiksel gosterimler, hangi formu kullanilirsa kullanilsin, elbette verinin
bigimini gostermenin ve veri hakkindaki her seyin anlik bir algisini yaratmanin en iyi yoludur.

Verinin gorsel betimlemesinde en yaygin kullanilan teknikler gubuk grafikler, pasta grafikler, nokta
grafikler, dal-yaprak grafikler ve histogramlardir. Bu tekniklerin segimi verinin tipi ve 6rnek hacmi
ile alakalidir. Sunu aklimizda her zaman bulundurmaliyiz ki tiim grafiksel gosterimler agikca
etiketlenmelidir ki resmin ne anlattigina dair bir siipheye mahal birakilmis olmasin.

Hangi gorsel betimleme teknigini kullanirsak kullanalim, yapacagimiz is veriyi bir frekans dagilimina
doniistiirmek suretiye, tasidigi enformasyonu agiga ¢ikarmak olacaktir. Frekans dagilhim gozlem
degerlerini ve her bir degerin hangi frekansla ortaya ¢iktigini kaydeder. Belirli bir gbzlemin frekansi
0 gbzlem degerinin veri kimesinde tekrarlanma sayisidir. Bir degiskenin dagilimi dedigimiz zaman
anlayacagimiz sey o degiskene ait gbzlemlerin frekanslarinin dagilim bicimidir. Yani bir degiskeni
bu degiskene ait bir veri kiimesi ile 6grenmeye-calisirken, 6nce onun dagilimini gosterecegiz.

Frekans Dagilimi Tablosu

Bir degiskene ait gézlem degerlerini ve bu degerlerin frekanslarini bir tabloda gosterebiliriz. Bir nitel
degisken dogas1 geregi sayisal olarak Ol¢iilemeyeceginden, kategorik degerler alacaktir. Mesela g6z
rengi nitel bir degiskendir ve kahverengi, siyah, ela, mavi, yesil ve benzeri olanakl kategorik degerler
bir veri kimesinde belirli frekanskarla tekrarlanacaktir. Bir nitel degiskenin dagilimi, gozlenen
kategorileri ve bu kategorilere diisen bireylerin sayilarini (yani, frekanslarini) veya yuzdelerini (yani,
nispetlerini) listeler.

Misal 1 Bir sinifta 35 6grenci mevcut. Bu 6grencilere en ¢ok ilgi duyduklart spor dali soruluyor.
Alman yanitlar sunlar: {futbol, tenis, boks, futbol, boks, futbol, giires, basketbol, basketbol, giires,
giires, basketbol, boks, giires, giires, futbol, giires, futbol, tenis, futbol, futbol, giires, basketbol,
basketbol, boks, boks, tenis, basketbol, tenis, tenis, atletizm, futbol, futbol, futbol, atletizm}. Bu veri
bir frekans dagilimi tablosunda soyle diizenlenebilir:

Kategori | Frekans | %
Futbol 10 28.6
Giires 7 20.0
Basketbol 6 17.1
Boks 5 14.3
Tenis 5 14.3
Atletizm 2 5.7
Toplam 35 100

Bu frekans dagilimi tablosunu inceledigimizde, 6grencilerin 10 unun futbol, 7 sinin giires, 6 sinin
basketbol, 5 inin boks, 5 inin tenis ve 2 sinin atletizm yanitin1 vermis olduklarin1 goruyoruz. Bu
rakamlar — 10, 7, 6, 5, 5 ve 2 — alt1 kategorinin frekanslaridir ve ham verinin organize edilmis bir
halidir. Frekans dagilimi tablosu ayrica her alt1 kategori i¢in yizdeleri de gosteriyor. Bu yizdeler, bu
ogrenme-caligmasinda yer alan 35 bireyin en ¢ok ilgi duyduklari spor dallarinin nispetleridir.
Ogrencilerin sadece %5.7 sinin atletizme ilgi duymasi sasitict mi?

Bir nicel degiskenin gézlem degerleri az sayidaki tam sayimin tekrar olarak tezahiir ediyorsa, frekans
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dagilimi tablosunda biribirinden farkli her gozlem degerini bir simif olarak telakki ederek, her bir
smifin karsisina frekansini yazmak yeterlidir. Fakat, eger veri ¢ok genis gidimli tam sayilardan veya
kesirli sayilardan miitesekkil ise, o zaman esit aralikli ardisik simiflar olusturup, bu siniflarin
karsilarina frekanslarin1 yazmak daha yararlidir. Sitmif araliklarimi tespit ederken géz oniine alinacak
hususlardan birincisi araliklarin ¢akismamasi ve ikincisi de olanakli tim gozlem degerlerinin bu
araliklardan herhangi birine diismesi gerektigidir. Nicel degiskenler i¢in frekans dagilimi tablolar
yapilirken, sinif sayis1 genellikle 5 ve 15 arasinda segilir, dyle ki degiskenligin bi¢imi agikca ortaya
koyulabilsin. Bir nicel degiskenin dagilimi, gozlenen smiflar1 ve bu smiflara diisen bireylerin
sayilarini (yani, frekanslarini) veya orantilarini (yani, nispi frekanslarini) listeler.

Misal 2 On bes ev kadininin haftalik TV izleme saatleri soyle gozlenmistir: {54, 59, 35, 41, 46, 25,
47, 60, 54, 46, 49, 46, 41, 34, 22}. Simdi, bu veriye bakarak, ev kadinlarinin TV seyretme saatleri
hakkinda enformasyon elde etmeye calisalim. Daha sonra, ayni enformasyon arayisina veriyi bir
frekans dagilimi tablosuna doniistiirerek devam edelim. Bu degiskene ait frekans tablosunun her bir
siifi veri kiimesini olusturan tam sayilardan birine tekabiil edecektir.

Smif | Frekans
22 1
25
34
35
41
46
47
49
54
59
60 1
Frekans dagilimi tablosu, ham verinin sahip oldugu fakat agik¢a gosteremedigi enformasyonu bize
daha agikca gosterebiliyor. Degiskenin frekans dagilimina bakarak misterek veya tipik degeri ve
g6zlem degerlerinin hangi aralikta degistigini simdi daha kolayca gorebiliyoruz. Fakat sinif sayisini
manipile ederek, degiskenligin bigimini ¢ok daha agikga g6z Oniine serebiliriz. Soyle ki, bu dafa
smiflar1 10 ar birimlik araliklar ile yeniden dizayn edecegiz.

RINR R W N R (R

Smif | Frekans
20-29 2
30 -39 2
40 - 49 7
50 - 59 3
60 — 69 1

Yeni dizayniyla, frekans dagilimi tablomuz daha fazla enforme edici goriiniiyor mu? Degiskenin tipik
degerini ve degiskenligini daha agik¢a gorebiliyor musun?

Misal 3 Bir mahalle bakkalina belirli bir giinde gelen 50 miisterinin harcamalar1 (TL) sOyle
kaydedilmistir: {2.32, 6.61, 6.90, 8.04, 0.45, 10.26, 11.34, 11.63, 12.66, 12.95, 13.67, 13.72, 14.35,
14.52,14.55,15.01, 15.33, 16.55, 17.15, 18.22, 18.30, 18.71, 19.54, 19.55, 20.58, 20.89, 20.91, 21.13,
23.85, 26.04, 27.07, 28.76, 29.15, 30.54, 31.99, 32.82, 33.26, 33.80, 34.76, 36.22, 37.52, 39.28, 40.80,
43.97, 45.58, 47.36, 52.57, 53.85, 54.30, 69.49}. Bu degiskenin frekans dagilimi tablosunu yaparken,
smiflart ardigik esit araliklar olarak teskil edecegiz ve her bir araliga diisen gozlem degerlerini
sayacagiz.

Simif Frekans
0.01 - 10.00 5
10.01 — 20.00 19
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20.01 —30.00 9
30.01 —40.00 9
40.01 — 50.00 4
50.01 - 60.00 3
60.01 —70.00 1

Degiskenin frekans dagilimi, simdi bize aradigimiz enformasyona daha kolayca ulasabilme olanagi
veriyor. Degiskenin tipik degerini ve verinin nasil degistigini agikca gorebiliyoruz.

Her ne kadar, bir frekans dagilimi tablosu bize verinin tasidig1 enformasyonu daha net olarak gosterse
dahi, miitenasip grafikleri kullanarak verideki degiskenligin bi¢cimini ¢ok daha hizlica gorebiliriz ve
elde ettigimiz enformasyonu baskalariyla daha kolayca paylasabiliriz. Birinci bélimde, veri tipinin
kullanacagimiz istatistiksel analiz metodunu belirleyecegini sdylemistim. Bu boliimden itibaren bu
secimi siirekli yapmak durumunda olacagiz. Kategorik verinin gorsel betimlemesinde cubuk
grafikleri ve pasta grafikleri tercih ederken, sayisal verinin gorsel betimlemesinde nokta grafikleri,
dal-yaprak grafikleri ve histogramlari tercih edecegiz.

Veri ile yapilacak ilk is daima bir resmini ¢izmek olmalidir.

Cubuk Grafik

Nitel bir degiskeni, iirettigi kategorik veri ile 6grenmeye-galisirken cubuk grafik ve pasta grafik
bilhassa yararli tekniklerdir. Kategorilere (veya gruplara) diisen goézlem sayilarini ¢abucak
karsilastirmak igin yayginca kullanilan bir gorsel betimleme teknigi cubuk grafiktir. Cubuklarin
uzunluklari frekanslara veya yiizdelere gore 6lgeklendirilebilir. Bildigin iizere, bu tip degiskenler igin
her bireyin ait oldugu kategoriyi kaydediyorduk. (Bunun aksine, nicel degiskenler sayisal degerler
aliyordu.)

Misal 4 Ulke genelinde tarimsal isletmelerle yapilan bir yoklamada tarim isletmelerinin en énemli
sorunun hangisi oldugu soruldu. Yoklamaya katilanlarin %55 i maliyet, %15 i isgiict, %25 i pazar
ve ve %S5 1 fikrim yok yanitlarini verdi. Bu veri asagidaki ¢ubuk grafikle gosterilebilir:

50 +
40 +
Yoklananlarin
yiizdesi 30 T
20+ B8
10 + %
£ ) : S
Maliyet isgiicl Pazar Fikrim yok

Farkli kategorilerin yizdeleri, bu kategorileri temsil eden miitenasip uzunluktaki cubuklarla
belirtilmistir.

Bir degiskene ait gbzlemlerin sayisal degerler ile etiketleniyor olmasi, onun bir nicel degisken
oldugu manasina gelmez. Mesela futbolcularin forma numaralari gibi.

Pasta Grafik

Cubuk grafigin kullanildigi durumlarda alternatif olarak kullanilabilen bir grafik tiirii de pasta
grafiktir. Bir pasta grafik her bir kategorinin biitiiniin ne kadarin1 teskil ettigini gormemize yardimci
olur. Pasta grafik bir dairenin sahip oldugu 360 derecelik yayin olanakli kategorilerin frekanslarina
nispeten parg¢alanmasiyla olusturulur. Pasta grafigin goriintirde bir 6lgegi olmadigi i¢in, ¢ogu zaman
kategorilerin frekanslar1 veya yiizdeleri etiketlerinin yanina yazilir.
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Misal 5 Misal 4 teki kategorik verinin dagilimini bu defa bir pasta grafik ile gosterelim. Microsoft
Excel yazilimi ile ¢izilmis pasta grafigi asagida gorebiliyorsun. Farkli kategorilerin yiizdeleri, bu
kategorileri temsil eden miitenasip alanlara sahip dilimlerle belirtilmistir.

Fikrim
5%

Nokta Grafik

Bilhassa tam say1 degerler alan nicel degiskenlerin frekans dagilimini gostermek icin nokta grafik
kullanilabilir. Ornek hacmi genis oldugu zaman pek kullamsh degildir fakat dar hacimli érnekler igin
hizli bir grafiksel aragtir. Bir nokta grafikte, degiskenin her ¢gikiminin frekansi o ¢ikimin sayisina esit
sayidaki noktalarla belirtilir. Yatay veya dikey bir eksen tizerinde 6l¢eklendirilen degerlerin karsisina
noktalarin yerlestirilmesi ile gizilir. (Aslinda, frekans dagilimmin hemen hemen her turde grafiksel
gosteriminde, resmin hangi sekilde daha iyi okunabilecegine veya sayfaya nasil daha iyi uyacagina
gore dikey veya yatay se¢imi yapilabilir.)

Misal 6 Bir bolgede rastgele segilen 30 ailenin ¢oguk sayilari soyledir: {7,7,6,9,4,0,4,5,4,7,8,
6,6,8,511,8,7,4,6,6,7,3,2,3,4, 10, 8, 6, 7}. Bu veriyi bir nokta grafik ile betimleyelim.

6o 2 3 4 S§ 6 T 8 9 10 1
Cocuk sayist

Basit bir gdsterim olan bu nokta grafige bakarak, dagilima ait temel olgular1 gorebiliriz. Iki ugtaki
noktalar bize minimum (veya en az) ve maksimum (veya en ¢ok) cocuk sayilarini veriyor. Yine, tipik
cocuk sayisinin ne olabilecegi ve verinin degiskenligi hakkinda fikir edinebiliyoruz.

Dal-yaprak Grafik

Sayisal deger alan nicel degiskenlerin dagilimi, eger veri kiimesi yine ¢ok genis hacimli degilse, bir
dal-yaprak grafik ile gosterilebilir. Dal-yaprak grafik veri kiimesinde yer alan gozlem degerlerini
yeniden organize ederek, verinin tasidig1 enformasyonu agiga vurmanin zekice bir yoludur.

Dal-yaprak grafik, en ¢ok, hepsi de sifirdan biiyiik, az sayida gézlem i¢in uygundur. Gézlem sayisi
fazla oldugunda, sayisal degerleri fiilen grafikte barindirmasi sebebiyle Ozetleyici avantajini
kaybeder. Dal-yaprak grafik yaparken su adimlardan gegeriz:

1. Her bir gozlemi en sagdaki son basamak harig¢ bir dala ve son basamaktan ibaret bir yapraga
ayiririz. Dal gerektigi kadar basamaktan olusabilir fakat yaprak sadece tek basamak olmak
zorundadir.

2. Dallar1 yukaridan agagiya dogru artan sirada yazariz ve sag tarafina dikey bir ¢izgi ¢cekeriz. Her
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bir yaprag ait oldugu dalin sagina artan sirada yazariz.

Misal 7 Bir gitar kursuna katilan kursiyerlerin yaslarina ait goézlem sonuglar1 soyledir:
{17,17,18,13,28,38,31,27,35,50,43,37,24}. Bu veriyi bir dal-yaprak grafik ile betimleyelim.
Once, 10 lu, 20 1i, 30 lu, 40 11 ve 50 li degerler icin 1, 2, 3, 4 ve 5 rakamlarii birer dal olarak yukaridan
asagiya dogru siraliyoruz. Sonra, orijinal kiimedeki her bir degerin son basamagindaki rakami
mitenasip dalin sagina bir yaprak olarak yaziyoruz.

Elimizdeki verinin dal-yaprak grafigi, nihayeti itibariyla soyledir:

Dallar Yapraklar
1 vy Sl
8 7 4
8 1 5 7
3
0

g W

Yapraklarin etrafina siirekli bir ¢izgi ¢ekmek suretiyle, dagilimin bi¢cimini daha net gorebiliriz.

Misal 8 ingiliz bilimci Henry Cavendish, 1798 yilinda, bir burkulma terazisi kullanarak yer kirenin
yogunlugunu 6lgmeye giristi. Yaptig1 29 dl¢iimiin sonucunu soyle kaydetti: 5.50, 5.57, 5.42, 5.61,
5.53,5.47,4.88, 5.62, 5.63, 4.07, 5.29, 5.34, 5.26, 5.44, 5.46, 5.55, 5.34, 5.30, 5.36, 5.79, 5.75, 5.29,
5.10, 5.86, 5.58, 5.27, 5.85, 5.65 ve 5.39 gr/cm®,

Bu veriye ait dal-yaprak grafigi asagida. Yana yatirilmis halde. Dikkat edersen, grafikte veri dyle bir
Olceklendirilmis ki her bir degeri 0.01 ile carpmak suretiyle orjinal degerine ulasilabilir. Mesela,
407 x 0.01 = 4.07. (Yani, grafikteki 40 | 7 nin manas1 4.07 gr/cm? tiir.)

(=2} o]
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Bu dal-yaprak grafigin yapisi yine dikkat ettiysen eger, Misal 7 dekinden daha farkli. Her satirdaki
rakamlar kiiciikten biiylige dogru yeniden diizenlenmistir. Bu sekilde, verinin tasidigi enformasyonun
grafige yansitilmasi daha st bir seviyede gerceklesmis olur.

Dallar1 bolmek

Bazi veriyi dal-yaprak grafigine dokerken frekans dagiliminin bigimini daha iyi gdsterebilmek igin
dallar1 bolerek grafigi genisletmek grekebilir. Mesela, Erzurum’da 15 kisiye giinde ka¢ bardak cay
igtikleri sorulmus ve su yanitlar alimmus: 5,7, 4,9, 6, 3, 5,0, 4,7, 2, 8, 4, 6, 4. Bu verinin dal yaprak-
grafigi ilk elde sOyledir:

0/023444455667789
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Bu haliyle dal-yaprak grafigi veri hakkinda fazla bir enformasyon saglamiyor. Yalnizca bir dal
tizerinde yapraklar asir1 yigilmis. Eger burada oldugu gibi yapraklar fazla kalabaliklasirsa, 0 halde
her bir dali iki veya daha ¢ok dallara bélmek yararli olabilir. Buna gore, 0 — 9 araligmi 0 —4ve 5-9
araliklarina bolebiliriz. Bu halde dal-yaprak grafigimiz soyle goriinecektir.

000234444
09 [55667789

Dikkatini gekmek istiyorum ki 0© dali 0 — 4 araligindaki tim veriyi ve 0® dali 5 — 9 araligindaki tiim
veriyi ihtiva ediyor. Ya da, benzerce, 0 — 9 araligini bes araliga bolebiliriz: 0 —1,2—-3,4-5,6 -7,
8 — 9. Bu halde dal-yaprak grafigimiz sdyle gorunecektir.

0@ 10

0123

0@ | 444455
016677

0® 189

Histogram

Nicel degiskenleri havi genis veri kiimeleri s6z konusu oldugu zaman, histogramlar1 kullanmak daha
yararlidir. Bir histogram ya belli degerlerin ya da belli degerler arasina (yani, siniflara) diisen
degerlerin sayilarini (yani, frekanslarini) gosterir.

Bir histogramda, yatay eksen tizerinde igaretlenen esit genisliklerden her biri bir sinif araligidir. Siif
araliklar biribirlerine bitisik olmali1 ve biribirleriyle cakismamalidir. Oyle ki nicel degiskenin olanakl
tim gozlem degerleri bu sinif araliklarnin ya birine ya digerine diismelidir. Her bir sinif araligina
ait frekans dikey eksene gore dlgeklendirilerek bir kutu ile temsil edilir. Boylece bir histogram
yanyana bitisik kutulardan miitesekkil bir bicim arzeder. Simif araliklarinin yatay eksende ve
frekanslarin dikey eksende isaretlenmesi adet olmakla beraber, tersi de yapilabilir.

Misal 9 Bir ilcede 2000 aile yerlesik. Bu ailelerin sahip olduklar1 gocuk sayilarinin dagilimi séyledir:
300 aile ¢cocuksuz, 400 aile bir cocuklu, 700 aile 2 ¢cocuklu, 300 aile ti¢ cocuklu, 100 aile dért cocuklu,
100 aile bes ¢cocuklu ve 100 aile alt1 gocuklu. Bu veri miiteakip histogramla gosterilebilir:

Frekans

1 A | 1.1

: ) ] | :
0 1 2 3 4 5 6
Cocuk sayisi

Bazen dikey ekseni, frekanslarla etiketlemek yerine nispi frekanslar: kullanmak daha elverisli veya
daha manali olabilir. Nispi frekanslar1 hesaplamak i¢in frekanslar1 veri kiimesinin hacmine, yani tim
siiflarmn frekanslariin toplamina boleriz.

Cocuk sayis1 | Frekans Nispi frekans

0 300 300/2000 = 0.15
400 400/2000 = 0.20
700 700/2000 = 0.35
300 300/2000 = 0.15
100 100/2000 = 0.05
100 100/2000 = 0.05

OB WIN|F-
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6 100 100/2000 = 0.05
Toplam: | 2000 1

Nispi frekans

{Jl%lllllll

1 1 ] 1
0 1 2 3 4 5 6
Cocuk sayis!

Dikkatini ¢cekmek isterim ki dikey eksen ister frekanslarla ister nispi frekanslarla etiketlensin,
histogramin sekli aynidir. Bazen ayni grafikte hem frekanslar hem de nispi frekanslar gosterilebilir.

Misal 10 Asagidaki histogram 40 6grencinin istatistik dersinin final sinavindan aldiklari puanlar
gostermektedir.

12+ =+ .30
104 -+ .25

R -+ .20

Frekans | 1 Nispi

&l 1 15 frekans
2 <+ .10
2 4 -+ .05

o !_

20 30 40 50 60 70 80 90
Sinav puani

Bu histogramdan ne 6grenebiliriz? Mesela, 6grencilerin hig¢ biri 90 dan yiiksek ve 20 den diisiik puan
almamustir. On iki kisi 50 ve 60 arasinda bir puan almistir. Ogrencilerin %25 inin puani 40 ve 50
arasindadir. Gordiigiin gibi bu histogram belli degerler arasina diisen 6grencilerin (yani puanlarin)
sayisin1 gosteriyor. Oysa, bir dnceki histogram her bir ¢ocuk sayisina sahip ailelerin (yani ¢ocuk
sayilarinin) sayisini gosteriyordu. Mesela, Misal 10 da goériiyoruz ki puanlarin on tanesi 40 ve 50
arasina diismekteyken, Misal 9 da goriiyoruz ki 700 ailenin tam iki gocugu var.

Biribirinden farkli ¢ok sayida degerler alan bir degiskene ait kalabalik bir veri kiimesini belirli deger
araliklariin frekanslari ile betimlemek iyi bir fikir elbette fakat diger taraftan bireysel puanlarin tam
degerlerini de kaybetmis oluyoruz. Yani, bir dal-yaprak grafigin ¢izildigi veri kiimesini, bu grafikten
tekrar tam olarak elde edebiliriz. Ancak bir histogram icin bu her zaman olanakli degildir.

Misal 11 Asagidaki histogramda dikey eksen etiketlenmemistir. Bu histogramdan ne 6grenebiliriz?
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25 26 27 28 29

Cevap: Gergek frekanslar1 belirlemek olanaksiz. Mamafih, her bir aralik lizerindeki alani tiim
araliklarin iizerindeki toplam alana orantilayarak nispi frekanslari belirleyebiliriz:

25 26 a7 28 29

Toplam alan1 on esit pargaya boldiikten sonra, goriiyoruz ki alanin % u veya %10 u 25-26 araliginin
Uzerindedir, %20 si 26-27 araligimin tizerinde, %40 1 27-28 araliginin iizerinde ve %30 u 28-29
araliginin iizerindedir.

Elbette her histogrami buradaki gibi kolayca on esit parcaya bélmek mimkin olmayabilir fakat nispi
frekanslarin nispi alanlara tekabiil etmesi fikri daima gecerlidir.

Eger farkli hacimdeki veri kiimelerinin dagilimini karsilastirmak durumu hasil olmus ise, nispi
frekanslar1 kullanmak daha yararhdir.

Istatistiksel manada, herhangi bir popiilasyon ve herhangi bir 6rnek esasen birer frekans dagilimidir.

Birikimli Frekans Grafikleri

Yatay eksen iizerinde biribirini takip eden araliklarin (yani, siniflarin) frekanslarini Ust iste ekleyerek
bir grafik cizilebilir. Buna birikimli frekans grafigi denir. Misal 10 daki 40 6grencinin istatistik
dersinin final smavindan aldiklar1 puanlarin dagilimini gosteren histogramin siniflarinda yer alan
frekanslari st liste topladigimiz zaman, su birikimli frekans grafigini elde ederiz.
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Dikkatini ¢ekmek isterim ki birikimli frekans grafiginde son sinifin frekansi her zaman toplam

frekansa esittir ¢iinkii kendisinden 6nceki tiim siiflarin frekanslarinin ve kendi frekansinin toplamini
havidir.

Birikimli frekans grafikleri cogu zaman birikimli nispi frekanslar ile, sinif araliklarinin orta noktalari
uzerinden bir poligon formunda c¢izilir ve ogiv adi da verilir.

Misal 12 Asagidaki grafik ABD’de 1996 yilinda okula kayit yaslarinin birikimli frekans poligonunu
(ogiv) gosteriyor.

b %

Birikimli nispi frekans
- N W A WO N ® O O

Yas

Bu birikimli frekans grafiginden ne 6grenebiliriz? Mesela, grafikte 5 yas hizasinda yukariya gidersek,
goriiyoruz ki okula kayitlarin 0.15 i veya %15 1 5 yasin altindadir. Dikey eksende 0.5 in hizasinda
sola gidersek, goriiyoruz ki okula kayitlarin %50 si 11 yasin altinda ve %350 si 11 yasin iistiindedir,
yani 11 yas ortadaki degerdir. Otuz yas hizasinda yukariya gidersek, gorliyoruz ki okula kayitlarin
0.95 1 veya %95 1 30 yasin altinda ve boylece %5 1 30 yasin iistiindedir. Dikey eksende 0.25 in ve
0.75 in hizalarinda sola gidersek, goriiyoruz ki okula kayitlarin ortadaki %50 si 6 kiisir yas ve 16 yas
arasindadir.

Merkez ve Yayilim

Bir grafiksel gosterime baktigimiz zaman, frekans dagiliminin genel bigimine dair, seklinin yanisira,
iki dnemli hususiyet karsimiza ¢ikar:

1. Merkez, ki gozlem degerlerini (veya eger bir histograma bakiyorsak egrinin altinda kalan
alan1) kabaca ortasindan ikiye ayirir.
2. Yayulim, ki en kuglkten en buyige kadar degerlerin kapsamidir.

Misal 9 daki histogramin merkezi 2 ¢ocuk iken, yayilimi 0 dan 6 ¢ocugadir. Misal 10 daki histogramin
merkezi 50 ve 60 puan arasinda ve yayilimi 20 den 90 puana kadardir. Misal 12 deki birikimli frekans
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grafiginde dagilimin merkezi 10 ve 11 yaslar1 arasinda ve yayilimi ise 3 yastan 40 yasa kadardir.
Misal 7 deki dal-yaprak grafiginin merkezi 28 yas iken, yayilimi 13 ten 50 yasa kadardir. Misal 8
deki dal-yaprak grafikte ise dagilimin merkezi 5.46 gr/cm?® ve yayilimi 4.07 den 5.86 gricm® e
kadardir.

Merkez ve yayilim daima beraber betimlenmelidir.

Obekler ve Bosluklar

Dagilimin genel bi¢cimine dair diger 6nemli hususiyetler sunlardir:

1. Obekler, ki gozlem degerlerince olusturulan dogal alt-gruplasmalardir.
2. Bosluklar, ki hig bir degerin diismedigi bolgelerdir.

Misal 13 Asagidaki histograma bakalim.

0 1TL

MRIERATEE .l

30 35 40 45 50

Basitce, dagilimin merkezinin 42 civarinda ve yayiliminin 31 den 52 ye kadar oldugunu sdylersek,
acikea bir seyi 1skalamis olmaz miyiz? Gozlem degerleri, aralarinda bir bosluk barindiran iki ayr1
Obek olusturmaktadir.

Dislaklar

T
TTI T T A AT T TR T T I TN T T iR ITTrrrorvrrrrni

Dislaklar (/outliers) diye adlandirilan asir1 degerler pek ¢ok dagilimda kendini gosterebilir. Bazen bu
dislaklar, 6l¢iim hatalarinin sonucu ortaya ¢ikarlar ve incelenmeleri gerekir. Diger taraftan, diglaklar
dogal sansa bagli degisimin bir sonucu da olabilirler. Dagilimin her iki yaninda veya yalnizca bir
yaninda goriilebilirler. Misal 8 deki 4.07 degeri agik¢a bir diglaktir.

Dislaklara dikkat et!

Misal 14 Selcan bir ylzlcldur ve Tiirkiye Sampiyonast i¢in antremanlarini siirdiiriiyor. Otuz giin
boyunca her giin yiizdiigii 50 metrelik tur sayisi asagida iki farkli dal-yaprak grafinde betimlenmistir.

11089 1910
2101224445566677778888899 1® 189
31129 2010122444
20 | 5566677778888899
31112
3® |9
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Frekans dagiliminin sagdaki genisletilmis grafigi bize gosteriyor ki Selcan giinliik antremanlarinda
mutadi vechile 25 ve 29 tur arasinda yiizmiis. Dagilimin iki ucunda yer alan 10 ve 39 turluk
gozlemleri dislak olarak telakki edebiliriz. Dislaklart gorebilmenin frekans dagiliminin
organizasyonuyla alakali olduguna dikkat etmis olmalisin.

Mod

Baz1 dagilimlar bir veya birden ¢ok sayida baslica tepeye sahiptir ki bu tepelere mod adi verilir.
Dagilimin sadece bir tepesi varsa tek-modlu, iki tepesi varsa iki-modlu, ikiden ¢ok tepesi varsa, ¢ok-
modlu denir. Fakat verideki her kucuk ytkselti bir mod degildir. Her zaman biiyiik resme bakmaya
calismal1 ve hangi fenomenlerin dagilimin bigimini etkiledigine karar vermelisin.

Misal 15 Asagidaki histogram bir sirketin elemanlarinin internete erisim zamanlarini gostermektedir.
—

I e B I e P

—t—

8 10 12 14 16 18 20

Bunun iki-modlu bir dagilim oldugunu gorebiliyoruz. Bu sirketin internete erigimi, goriinen o ki
kuslukta (sabah ortasi) ve ikindide (6gleden sonra ortasi) yogunlagmakta ve 6gle yemegi saatinde
seyreklesmektedir. Bir aksam saati dislagi mevcut ki aksam yemeginden donen elemanlara (veya
bekeilerin veya temizlik iscilerinin bir internet molasina) olanaklica isaret etmektedir.

Yukarida misallendirilerek anlatilmaya calisildigi tizere, dislaklarin ve modlarin arkasindaki
sebepleri aramak degisken hakkinda ¢ogu zaman daha ¢ok sey 6grenmemizi saglar.

Tek-modlu bir dagilimin modunu o verinin ait oldugu degiskenin aldigi en tipik deger olarak
diistinebiliriz. (Bu fikri, bir sonraki bolimde, dagilimin merkezilesme Olculeri bahsinde daha
gelistirecegiz.) Nitel degiskenlerin dagilimi i¢in mod olanakli kategoriler arasinda frekansi en yiiksek
olani1 belirtir.

Sekil
Dagilimlarin sekli sonsuz gesitlilikte olabilir. Mamafih, yaygin rastlanan bazi sekiller 6zellikle ilgi
alanimizdadir:

1. Simetrik bir dagilim, biribirinin yansimasi olan iki yarima sahiptir. Mesela, toplumlar
meydana getiren insanlarin agirliklari, boylar1 ve 1Q puanlari gibi degiskenlere ait verinin
dagilimi sekil itibariyla simetriktir.

2. Bir dagilim saga carpiktir, eger ki daha biiyiik degerler yoniinde zayiflayarak uzaga yayiliyor
ise. Mesela, emeklilerin yaslarinin dagilimi 6yle bir dagilimdir ki biiytik yaslara dogru gittikce
dramatik olarak azalan sayilara sahiptir.

3. Bir dagilim sola ¢arpiktir, eger ki daha kiigiik degerler yoniinde zayiflayarak uzaga yayiliyor
ise. Mesela, kolay bir sinavdan alinan puanlar daha yiiksek ucta yigilirken, az sayida diisiik
puan gorilecektir.

4. Bir merkezi tiimsege ve egimli iki kuyruga sahip simetrik bir dagilim ¢an-seklindedir. Mesela,
genel niifusun IQ puanlarmin dagilimi kabaca simetriktir, 100 puan etrafinda merkezi bir
tiimsege sahiptir ve egimli iki kuyrugu vardir.

5. Bir dagilim Uniformdur, eger ki bu dagilimin histogrami yatay bir ¢izgi ise. Mesela, hilesiz
bir zar1 ¢ok ¢ok ¢ok sayida kere atar ve iiste gelen yiizdeki noktalarin sayisini1 kaydedersek,
hepsi esit olabilirlikli olmak tizere 1 den 6 ya kadar sayilarin {iniform bir dagilimini elde
etmeyi bekleriz.
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AN PA

Simetrik Saga carpik Sola ¢arpik

P4 S

Can-sekilli Uniform

Elimizdeki verinin dagiliminin sekli yukarida 6zellikle lizerinde durdugumuz sekillerden herhangi
biriyle temelde benzerlik gosteriyor olsa bile, eger verinin bir kismi1 bu sekilden sapiyor ise, bunu not
etmek gerekir. Mesela, Misal 8 de 4.07 bir dislak, 4.88 bir asir1 degerdir ve geriye kalan gézlem
degerleri kabaca can-seklinde bir dagilim gostermektedir.
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Mini Proje 02

MP 01 de topladigin verinin mitenasip tekniklerle gorsel betimlemesini yap.
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BOLUM 03 | SAYISAL BETIMLEME

Giris

Elimizde bir ham veri kiimesi mevcut oldugu zaman, verinin tasidigi enformasyona ulasabilmek
maksadiyla, dnce verinin gorsel bir betimlemesini yaparak, dagilimm genel bir bi¢cimini ortaya
koyariz. Dagilimin grafigi hangi degerlerin hangi frekanslarla ortaya ¢iktigi, asir1 degerler ve
degerlerin gidimi (/range) hakkinda bizim fikir sahibi olmamizi saglar. Betimleyici istatistigin birinci
asamas1 olan gorsel betimlemeden sonra, verinin sayisal olarak betimlenmesi asamasina gegilir.
Sayisal betimleme dagilimin merkezine, yayilimina, ¢esitli degerlerin pozisyonlarina ve sekline ait
bir takim Olgiilerin hesaplanmasi ihtiva eder. Diger bir deyisle, verinin sayisal betimlemesi
dedigimiz zaman kastettigimiz sey, verinin tasidigi enformasyonu agiga ¢ikarmak ve daha kolay
iletebilmek maksadiyla frekans dagiliminin zetlenerek bir kag sayisal betimleyiciye indirgenmesidir.
Ornek veriden popiilasyona genellestirilecek neticelerin ¢ikarilmasi prosesine ¢ikarimsal istatistik
admi verdigimizi ve sayisal betimleyicilerin bu prosesin girdisi olduklarini daha 6nce 6grenmistin.

Bir frekans dagiliminin en basit sayisal betimlemesi bir merkez 6l¢iisiinden ve bir yayilim
olclsilinden ibarettir.

Merkezin Olgllmesi

Bir dnceki boliimde bir frekans dagiliminda en yiiksek frekansa sahip olan gbzlem degerini veya sinif
araligint mod simifi olarak tanimlamis ve bunu degiskenin tipik bir degeri olarak addetmistik.
Ilgilenilen degisken igin tipik bir deger bulma fikrini bu boliimde 6l¢gmenin derecelendirme ve aralik
diizeylerinde ele alip daha kesinlikli merkezilesme (veya merkezi temayul) Olglleri (zerinde
duracagiz. Bir sayisal verinin frekans dagiliminin merkezini 6lgen dlgiilere genel manada ortalama
ad1 verilir.

Giindelik konusmalarimiza ait ciimlelerde, ortalama kelimesi sikca gecer. Insanlar ortalama
fiyatlardan, not ortalamalarindan, bir pilin veya bir insanin ortalama omriinden bahseder. Esasen,
ortalama (/average) terimi, Fransizca “averie” kelimesinden tlretilmistir ki bu kelime deniz
tacirlerinin, malin1 glivenle limana ulagtiramayan meslektaslarinin ugdadiklari zarari telafi etmek igin
katkida bulunduklar1 para manasinda kullanilirdr (yani, magdurun zarari, katkida bulunanlarin her
birince bir ortalama miktar ile paylasilirdr). Istatistik bilimi jargonunda, ortalama terimi ile bir
dagilimin temsilci bir degerini veya tipik bir degerini veya merkezini kastederiz. Matematiksel olarak,
bir veri kiimesinin ortalamasini tanimlamanin ¢esitli yollar1 vardir. Pratikte, ele alinan durumun
hususiyetine en uygun metot hangisi ise onu kullaniriz.

Bu bélimde bir ortalamay1 ifade etmek icin basta gelen li¢ metodu 6greneceksin, Ki bunlardan ikisi
istatistiksel veri analizinde etkin olarak kullanilmaktadir:
1. Orta-gidim, ki veri kiimesinin iki asir1 degeri (minimum ve maksimum) arasindaki mesafenin
orta noktasidir. Bu iki degeri toplayip, ikiye bdlerek hesaplariz.
2. Ortanca, ki bir veri kiimesi kii¢iikten biiyiige dogru tertip edildigi zaman, sira olarak ortaya
diisen degerdir.
3. Aritmetik ortalama, ki bir veri kiimesindeki tiim degerleri topladiktan sonra, toplami bu
degerlerin sayisina bolmek suretiyle bulunur.

Misal 1 Miiteakip veri kiimesinde atesli bir hastalik gegiren bir kisinin 14 giinliik ates 6l¢timleri (°C)
kiiclikten biiyiige dogru siralanmustir:

{38.7,39.4,40.0,40.0,41.0,41.0,41.0,41.4,41.5,42.0,42.0,42.1,45.7, 46.1}.
Ortalama nedir?

Cevap: Orta-gidimi bulmak icin, verinin minimumunu (ki 38.7) ve maksimumunu (ki 46.1) toplayip
ikiye boleriz,
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38.7 + 46.1

2
Ortancay1 bulmak i¢in, kiiglikten biiylige dogru siralanmis 14 degerin ortasina diisen yedinci ve
sekizinci siradaki degerleri toplayip ikiye boleriz. Clnki, gozlem degelerinin sayisi ¢ift, bu yilizden,

orta siraya bir degil iki deger diisiiyor.
41.0+ 414

2

Aritmetik ortalamay: bulmak i¢in, tiim degerleri toplayip 14 e boleriz,
38.7+40.0+40.0+41.0+41+41.0+41.4+ 415+ 42.0+42.0+42.1 +45.7 + 46.1
13

=42.4°C.

= 41.2 derece Celsius.

5425
= I3 = 41.73 derece Celsius.

Ortanca

Ortanca (/median) terimi Latince “medius” kelimesinden tiiretilmistir ki “ortadaki” manasina
gelmektedir. Ele alinan gozlem degerleri kiigiikten biiyiige (veya biiyiikten kiigiige) dogru siraya
dizilir. Siranin ortasina diisen gézlem degeri ortancadir. Eger degerlerin sayisi tek ise, ortanca basitce
stranin tam ortasina diisen degerdir. Eger degerlerin sayisi ¢ift ise, siranin tam ortasina diisen tek bir
deger yoktur; bu durumda, siranin ortasina diisen iki deger toplandiktan sonra ikiye bolmek suretiyle
bir ortanca bulunur. Béylece, bir veri kiimesinin ortancasindan daha kiigiik gézlemlerin sayis1 kag ise,
daha biiytik gozlemlerin sayis1 da aynidir. Popiilasyonun ve 6rnegin ortancasii simgelemek icin
sirastyla M ve m harfleri genellikle kullanilir.

Biiytik degerler istedikleri kadar biiyiik olsun veya kiiciik degerler istedikleri kadar kiigiik olsun,
ortanca bunlardan Kkati surette etkilenmez. Boylece, dislaklar diye adlandirdigimiz, asir1 degerler bir
manada kusku verici bulundugu zaman, veya bunlarin ortalamaya etkisini azaltmak istedigimiz
zaman, ortanca bilhassa yararl bir 6lgiidiir. Mesela, eger on tane fare bir labirenti ¢ozmeye c¢abaliyor
ve dokuz tanesi 15 dakikadan kisa bir zamanda basarirken, bir tanesi 24 saat sonra bile hala ¢abasini
strdlruyorsa, en temsilci deger ortancadir (aritmetik ortalama degil, ¢linkii 2 saaten daha biiytiktur).
Benzerce, eger dort sirket midiiriiniin maaglart yillik 240000TL ve 265000TL arasinda ve bir
besincisinin maasi yillik 20000TL den daha diisiik ise, yine en temsilci deger ortancadir (aritmetik
ortalama 200000TL nin altindadir). Ortancanin asir1 degerlere karsi daha direngli oldugunu sdyleriz.

Ortancayi bulurken, veriyi kii¢iikten biiylige dogru bir sirada tertiplemeyi unutmal!

Belli durumlarda ortanca, ortalamay1 hesaplamanin en ekonomik ve en ¢abuk yoludur. Mesela, bir
fabrikada belirli bir marka ampullerin 10000 tanesinin ayni anda yakildigin1 farzedelim. Ampuller
icin ortalama bir Omiir, ampullerin tam olarak yarisinin degistirilmesi i¢in ne kadar zaman gectigini
kaydetmek suretiyle kolayca bulunabilir. Ortanca, ayn1 zamanda, tibbi bilimsel-aragtirmalarin belli
cesitleri icin de kullanislidir. Mesela, muhtelif zehirlerin nispi kuvvetlerini karsilagtirmak i¢in, bir
bilimci her zehirin hangi dozunun test hayvanlarinin tam olarak yarisini 6ldiirdiigiinii kaydeder. Eger
hayvanlardan biri zehirlerden belirli birine kars1 miinhasiran dayaniksiz ¢ikarsa, ortanca 6ldlriict doz
bundan etkilenmez. Olgmenin adlandirma diizeyi harig, diger tiim diizeylerinde 6lctlen veri igin
ortanca uygun bir ortalama 6lctsudur.

Aritmetik ortalama

Ortanca, istatistiksel betimlemede cogu zaman yararlidir, bununla beraber, aritmetik ortalama
(/mean), istatistiksel ¢ikarimda ve analizde ¢cok 6nemlidir. Ve sokaktaki insan icin ortalama genellikle
aritmetik ortalama olarak anlasilir.

Bir populasyonun (yani ilgi duyulan bireylerin timin(n) aritmetik ortalamas: ¢ogu zaman Yunan
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harfi u (“mU” diye okunur) ile gosterilirken, bir 6rnegin (yani popiilasyonun bir kisminin) aritmetik
ortalamasi ¢cogu zaman ¥ ile gosterilir. Mesela, Tiirkiye’de yasayan tiim insanlar kiimesinin aritmetik
ortalama agirligi u = 67.4 kg olabilirken, rastgele secilen 100 kisinin agirhigr y = 61.6 kg olabilir
veya belki y = 78.5 kg veya hatta y = 86.4 kg bile olabilir.

Istatistik-bilimi dersinde bir populasyon aritmetik ortalamasmi bir &rnek aritmetik ortalamasi
vasitasiyla nasil kestirecegini 6grenirsin. Bu ders boyunca, 6rnek kelimesi ile basit rastgele érnek
kastedilecektir; yani, bu dyle bir 6rnek ki ayn1 hacimdeki baska her olanakli 6rnek ile ayni ¢ekilme
sansina sahiptir. (Su da ayn1 zamanda dogru ki popiilasyonun her bir elemaninin ¢ekilen 6rnege girme
sans1 esittir.) Gergek diinyada, bu rastgele se¢im prosesini bagarmak ¢ogu zaman hayli zordur ve bu
yuzden, 6rnegimizin popiilasyonun temsilcisi olduguna dair iyi bir sebebimiz daima olmak zorunda.

Bir 6rnegin aritmetik ortalamasini matematiksel olarak soyle yazariz,

G2y
T on
ki burada }; y ile ele alinan drnekteki gézlem degerlerinin toplami ve n ile rnek hacmi (yani gdzlem
say1s1) simgelenmektedir. (£, Yunan biiyiik harfi sigmadir ve toplama islemini temsil eder.) Eger tiim
olanakli gozlemleri yapabiliyorsak, bir popiilasyonun da aritmetik ortalamasini hesaplayabiliriz
elbette. Bu halde matematiksel ifademiz,

_xy
H="N

olarak yazilmalidir ki burada N popilasyonun hacmini (yani olanakli tim g6zlemlerin sayisini)
simgelemektedir.

Misal 2 Belli bir mahalledeki polis karakolunun nezarethanesine belirli bir gunde atilan bes

stiphelinin ge¢mise ait sabika kaydi sayilart {2, 2,8, 20,33} kiimesinde verilmistir. Goriiyoruz ki

ortanca 8 ve aritmetik ortalama w = 13 tur. Daha sonra, besinci siiphelinin sabika kaydinin

33 degil de aslinda 58 oldugu farkedildigine gore, ortanca ve aritmetik ortalama bundan nasil
etkilenir?

Cevap: Kiime simdi {2,2,8,20,58} halini aldi. Ortanca hala 8; mamafih, aritmetik ortalama
24248420458 o
— = 18 e degisir.
Yukarida misallendirerek gostermeye ¢alistigim {izere, ortancanin aksine, veri kiimesindeki herhangi
bir gbzlemin degerinin degistirilmesine karsi, aritmetik ortalama ¢ok hassastir.

Aritmetik ortalamanin hesaplanacagi veri en az aralik veya oran diizeylerinde 6l¢iilmiis olmalidir.
Fakat uygulamada bu kabiiliin zorlandig1 durumlar da ¢oktur. Mesela Likert 6l¢egi, 1930’larin
basindan beri kullanilan bir tutum Olcegidir ve yanitlart “tamamen katiliyorum”, “katiliyorum”,
“kararsizim”, “karsiyyim” ve “tamamen karsyyim” kategorilerinde kademelendirerek Olcer. Genelde,
Ornek yoklamalarinda, arastirmacilar bu kategorileri 1’den 5’e kadar rakamlarla kodlarlar ve
topladiklari verinin aritmetik ortalamasini hesaplarlar.

Agirhklandirilmis Aritmetik Ortalama

Bir toplasik aritmetik ortalama elde etmek ftizere, iki veya daha fazla sayida aritmetik ortalama
katistirlldigi zaman, hesaplandiklar1 degerlerin sayisina gore, her bir aritmetik ortalamanin tesiri
agirliklandirilir. Yani, nq, n, ve n,, ile m sayidaki aritmetik ortalamanin hesaplandiklar1 degerlerin
sayilarini gosterirsek,

nmys +ny, + 0+ Ny,
Tl1 + le + A +Tlm

YAglrllklandlrllmls =

Mesela, bir miizik okulunda piyano 6grenen 10 kisinin yas aritmetik ortalamasi 12, keman 6grenen
15 kisinin yas aritmetik ortalamasi 14 ve gitar 6grenen 40 kisinin yas aritmetik ortalamasi 18 ise bu
okulun tiim 6grencilerinin aritmetik ortalama yasini bulmak igin, verilen aritmetik ortalamalar
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agirliklandirmamiz gerekir:
_10(12) +15(14) + 40(18)

yAglrllklandlrllmls - 10 + 15 + 40 =16.2

Yayilimin Ol¢iilmesi

Bir sayilar kiimesini betimlerken, yalnizca bir ortalama deger belirlemek degil fakat ayn1 zamanda
olcumlerin degiskenligini veya yayilimini ifade edebilmek te 6nemlidir. Bir saatli bomba uUreticisi az
degiskenligi hedefler — kullandig1 30 dakikalik fiinyelerin fiilen patlama oncesi surelerinin 10
dakikayla 50 dakika arasinda bir degiskenlige sahip olmas1 iyi olmayacaktir. Diger taraftan, iyi
Ogrencileri zayif 6grencilerden ayirmak isteyen bir 6gretmen, sonuglarinin degiskenligi fazla olan
sinavlar dizayn etmek ister — dgrencilerin hepsinin tam olarak ayn1 puani almas1 iyi olmayacaktir. iki
basketbol takiminin oyuncularinin boy ortalamalari biribirine esit olabilir, fakat bu gozlem hikayenin
tamamini bize anlatmaz. Eger yayilimlari biribirinden hayli farkliysa, bir takimin 2.10 metre boyunda
bir oyuncusu varken, diger takimin 1.90 metreden uzun herhangi bir oyuncusu olmayabilir. Iki tatil
oteli reklamlarinda miisterilerinin yas ortalamalar1 i¢in aym1 rakami telaffuz etmis olabilirler.
Mamafih, birisinin miisterileri yalnizca 20 ve 25 yaslart arasindayken, digerinin miisterileri yalnizca
40 larindaki orta-yasli ebeveynler ve onlarin 10 yasin altindaki ¢ocuklari olabilir.

Degiskenligi veya yayilimi betimlemenin baslica dort yolu vardir:

1. Gidim (/range), ki gozlem degerlerinin en bylgii ve en kiigligii arasindaki mesafedir.

2. Ceyrekliklerarasi gidim (/interquartile range), IQR, ki veri kiimesinin alt ve st ¢eyrekleri
atildiktan sonra en biiyiik deger ve en kiigiik deger arasindaki farktir (yani, IQR ortadaki %50
nin gidimidir); soyle ki IQR = Q3 — Q4 veya 75 inci ylizdelik ve 25 inci yiizdelik arasindaki
fark.

3. Varyans, ki tuim gozlem degerlerinin kendi aritmetik ortalamalarindan farklarinin karelerinin
aritmetik ortalamasidir.

4. Standart sapma, ki varyansin karekokiidiir.

Degisimi anlamak istatistik bilimini anlamanin anahtaridir.

Misal 3 Liberya’nin Monrovia’sinda Mayis ve Ekim aylar arasi yagisli donem ve Kasim ve Nisan
aylari arast kurak donemdir. Belirli bir yilin aylik yagis miktarlari (ing cinsinden) soyledir:

Ay:’Oc Sub Mar Nis May Haz Tem Ag Ey Ek Kas Ar
Yagls(ing):“ 2 4 6 18 37 31 16 28 24 9 4

Veriyi kiigiikten biiyiige dogru siraladiktan sonra, {1, 2,4, 4, 6,9, 16,18, 24, 28, 31, 37}, ortanca,
9+ 16
2

= 12.5in¢

Aritmetik ortalama,

1+2+4+6+18+37+31+16+28+24+9+4
12

= 15 ing.

Degiskenlik Olculeri nedir?
Cevap:

Gidim: Maksimum 37 in¢ (Haz) ve minimum 1 ingtir (Oc). Boyle olunca, gidim 37 — 1 = 36 in¢lik
yagis miktaridir.

Ceyrekliklerarasi gidim: Verinin alt yariminin ortancast,
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4+4 .
1= = 4 ing
ust yariminin ortancast,
24 + 28 _
3 = > = 26ing¢
Ve
IQR = Q3 — Q1 = 22 ing.
Varyans:
(—14)? + (-13)2 + (—11)2 + (=9)? + 32 + 222 + 162 + 12 + 132 + 92 + 62 + 112 ]
D = 143.7 in¢?

Standart sapma:

Vv143.7 = 11.98 ing.

Gidim
En basit, en kolay hesaplanan degiskenlik 6l¢iisti gidimdir (/range). Gézlem degerlerinin maksimumu
(yani en biiyiigii) ve minimumu (yani en kiigligli) arasindaki fark ¢abucak bulunabilir ve verinin

gidimine bakilarak yayilimina dair bir fikir edinilebilir. Mamafih, bu yayilim 6l¢iisii tamamen iki
yondeki asir1 degerlere baglidir ve ortadaki degerlere karsi duyarsizdir.

Gidim, ¢ok az sayida gbézlem barindiran 6rnekleri degerlendirmede yararlidir. Mesela, bazi kalite
kontrol teknikleri periyodik olarak dar drneklerin alinmasini ve bu 6rneklerin gidimlerine bakarak
sonraki asamalara gecgilmesinden ibarettir.

Ceyrekliklerarasi Gidim

Asirt degerlerin gidim {izerindeki tesirini elemine etmenin bir metodu verinin ceyrekliklerarast
gidimini (/interquartile range) bulmaktir. Ceyreklikleraras: gidimi (IQR) hesaplamak icin veri
kiiclikten biiyiige dogru siralanir, iist ve alt geyreklerde yer alan gézlem degerleri atilir ve geriye kalan
degerlerin gidimi bulunur. Yani, gézlem degerlerinin ortadaki %50 sinin gidimi ¢eyrekliklerarasi
gidimdir.

Ceyreklikler

Ortanca bir veri kimesini ikiye boler; gozlemlerin yarisi ortancanin altinda yarisi istiindedir.
Ortancay1 50°nci yiizdelik olarak adlandirabiliriz, ¢iinkii tiim degerlerin %50 si ortancadan daha
kiguktur. Alt ceyreklik verinin alt yarisinin ortancasidir. Yani tiim degerlerin %25 i alt ¢eyreklikten
daha kuguktir. Benzerce, Ust ¢ceyreklik verinin iist yarisinin ortancasidir. Yani tim degerlerin %75 i
ust ceyreklikten daha kiglktur. Ortancayla beraber ¢eyreklikler veriyi dort esit parcaya boler; her bir
parca verinin %25’ini barindirir. Alt ¢eyreklige ve st ¢eyreklige, ayn1 zamanda, sirastyla, birinci
ceyreklik (Q4) ve uglncu ceyreklik (Q5) adi verilir.

Misal 4 On bes erkegin nabiz sayilar1 sdyle dl¢tilmustir: {70, 70, 73, 73, 73, 78, 78, 69, 81,71, 72,
76, 77, 77, 74}. Bu verinin birinci ve tglncu ceyreklikleri nedir?

Veriyi once kiigiikten biiylige dogru giden bir sirayla tertipliyoruz,
69 0 o0 712 72 73 73 713 74 76 77 77 78 78 81

Ortanca, listenin merkezinde yer alan ve degeri koyu ve alti ¢izili 8 inci gdzlemdir, M = 73. Birinci
ceyreklik, ortancanin pozisyonuna gore solda kalan 7 gozlemin ortancasidir; Q; = 71. Benzerce,
uctincu ceyreklik, sagda kalan 7 gbzlemin ortancasidir; Q3 = 77. Eger veri kiimesinin hacmi ¢ift
olsaydi, o durumda ortanca olarak tek bir gozlem degeri yerine orta siraya diisen iki gdzlem degerinin
aritmetik ortalamasini alirdik.
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Eger yazilim ile calismiyorsak diger yiizdelikleri elle daha kabaca hesaplayabiliriz. Verisayfasi veya
istatistik yazilimlar1 ¢eyreklikleri biraz farkli degerlerde bize verebilir. Bunun nedeni ¢eyreklikleri
hesaplamanin kesin kurallart olmamasidir. Ama farklar her zaman ¢ok kiigiiktiir.

Ceyreklikleraras1 gidim, bir ampirik kural olarak, dislak zanlilarmin teshisinde bir kistas olarak
kullanilir. Soyle ki eger bir gézlemin degeri en az 1.5 IQR kadar birinci ¢eyrekligin altinda veya
ticlincii ¢eyrekligin stiinde ise bir dislak zanlist olarak kabul edilir. (Bu mesafe 3 IQR veya daha
fazla oldugunda uzak dislak zanlist alarmi verilir.)

Misal 5 Bir kdydeki isletmelerin arazi genislikleri su karakteristikleri haizdir: en kiiclik gbzlem degeri
16.6 dontim, degerlerin %10 u 23.5 donliimden daha kiiciik, degerlerin %25 i 41.1 doniimden daha
kiictik, ortanca 57.6 doniim, %60 1 87.2 den daha kiigiik, %75 1 101.9 doniimden daha kii¢iik, %90 1
124.0 donimden daha kiigik ve en biiyiik deger 201.7 dontim.

a. Gidim nedir?
Cevap: Gidim 201.7 — 16.6 = 185.1 donimdr.

b. Ceyrekliklerarasi gidim nedir?

Cevap: Ceyreklikleraras1 gidim, degerlerin en alttaki ve en iistteki ¢eyrekleri atildiktan sonra,
101.9 — 41.1 = 60.8 doniimdiir. Boylece, en genis arazi en dar araziden 185 donum daha
genisken, arazi genisliklerinin ortaya diisen %50 si 61 doniimliik bir aralikta gitmektedir.

c. Daslaklar i¢in ampirik kurali uygularsak, en kiiciik deger veya en biiyiik deger dislak zanlisi
olarak teshis edilebilir mi?
Cevap:

1.5IQR = 1.5(60.8) = 91.2.

Eger bir arazi genisligi birinci ¢geyreklikten 91.2 doniim daha asagida veya iiclincii ¢eyreklikten
91.2 doniim daha yukarida ise, bir diglak zanlis1 olarak teshis edilebilir. En biiytlik deger olan 201.7,
101.9 + 91.2 = 193.1 den daha biiyiik oldugu i¢in, ampirik kurala gore, bir diglak zanlhsidir.

Varyans

Yayilim ¢ogu zaman gesitli sans eseri hallerin bir sonucudur. Mesela, bir siv1 igerisinde siiriklenen
mikroskopik parcaciklarin hareketini miilahaza edelim. Herhangi bir pargacigin tahmin edilemez
hareketi, diger pargaciklarla rastgele ¢arpismalarin neden oldugu muhtelif yonlerdeki pek ¢ok kiiguk
hareketin sonucudur. Eger, biz, tiim parcaciklarin baslangic noktalarindan itibaren toplam yer
degisimlerinin ortalamasini alirsak, sonu¢ zamanla dogru orantili artmayacaktir. Mamafih, eger tiim
pargaciklarin toplam yerdegisimlerinin karelerinin ortalamasini alirsak, bu sonug¢ zamanla dogru
orantil artacaktir.

Ayni sey terliksi hayvanin hareketi i¢in de gecerlidir. Terliksi hayvanlarin, bir mikroskop altinda
rastgele goriinen hareketleri de gozlendiginde, hakeza, baslangic noktalarindan itibaren
yerdegisimlerinin karelerinin ortalamasinin zamanla dogru orantili oldugu gorulebilir. Benzerce,
yiiksek bir binanin tepesinden ayni noktadan asagiya dogru pinpon toplarini biraktigimizi diistinelim,
toplar havada sans eseri savrulurlar. Zeminde toplarin fiilen diistiikleri noktalarin merkezi bir
noktadan sapmalarini 6lgebiliriz. Binanin yiiksekligi arttik¢a, sapmalarin karelerinin ortalamasi
orantisal olarak artacaktir.

Pek cok halde, filhakika, sans etkilerinin ¢oklugu hasebiyle, aritmetik ortalama etrafinda gozlenen
yayilimi 6lgmeye ¢alisiriz. Bu hallerde mutenasip metot aritmetik ortalamadan sapmalarin karelerinin
aritmetik ortalamasidir; bunu varyans diye adlandiririz ve popiilasyonun varyansini o2 ile simgeleriz
(o, Yunan alfabesinin kicuk sigma harfidir):

, Xly—-w?
0% =——.
N
Bir 6rnegin varyansi s2 ile simgelenir ve popiilasyonun varyansindan biraz farkli olmak iizere, sdyle
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hesaplanir,
, 2y —y)’
S —_— —
n—1
ki paydada yer alan n — 1 terimi dar 6rneklerin yanli (yani, popiilasyon varyansindan daha kiguk

¢ikma egilimi gdsteren) varyansi i¢in matematiksel bir dizeltmedir ve 6rnek hacmi artarken (n >
30), katkist ihmal edilebilecek kadar kugulir.

Misal 6 Aston Martin otomobil markasinin Vanquish modelinin Avrupa’da 2017 yili satig sayilari
aylara gore muteakip tabloda veriliyor. Bu veri kiimesini bir populasyon olarak milahaza etmek
kaydiyla, varyansi nedir?

Ay: Oc | Sub | Mar | Nis | May | Haz | Tem | Ag | Ey | Ek | Kas | Ar

Satig saywsi: | 27 (15 |71 |11 |37 |33 |33 |17 |37 |26 |22 |30

Cevap: Bir hesap makinasi, bir hesap tablosu yazilimi veya basit bir istatistiksel yazilim kullaniimak

suretiyle, varyans ¢abucak bulunabilir; ya da su sekilde basitce hesaplayabilirsin:
27+154+71+11+37+334+33+17+37+26+ 22+ 30

= 12
(27— 29.91)% + (15—-29.91)? + -+ 4+ (22 — 29.91)% + (30 — 29.91)2
12

Misal 7 Organik iiriinlerle beslenmeye merakli bir aile, bahgesindeki kiimeste yetistirmis oldugu
tavuklarin yumurtalarindan 4 tanesini rastgele Ornekleyerek tartiyor (gr): Y = {48, 65,80, 59}.
Varyans nedir?

= 29.91 adet

2

o = 220.08 adet?

Cevap: Yine bir hesap makinasi, bir hesap tablosu yazilimi veya basit bir istatistiksel yazilim
kullanilmak suretiyle, ya da 6rnegin aritmetik ortalamasini,

> y=48+65+80+59 =252¢r,

252
}7:&:7:63gr'

hesapladiktan sonra varyansini hesaplayabiliriz,
Z(y — )% = (48 — 63)% + (65 — 63)% + (80 — 63)% + (59 — 63)?+= 534 gr?,

o LO-y?_ 534

— 2
— 4_1—178gr.

Standart sapma

Belli bir popiilasyonun degiskenligini temsil edecek bir deger tespit etmek istiyoruz. Simdiye kadar
yaptigimiz tartisma gosteriyor ki bu deger, dogal olarak, aritmetik ortalamadan sapmalarin karelerinin
aritmetik ortalamasinin karekokiidiir. Yani, varyansin karekdoki, ki bu degere standart sapma adi
verilir, popilasyon igin o ile simgelenir ve sdyle hesaplanir:

> 2y —w?
B N

Benzerce, bir 6rnegin standart sapmast s ile simgelenir ve soyle hesaplanir:

Xy —y)?
5= n—1
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Tekrar dikkatini ¢cekmek istiyorum ki varyans kareli birimlerle 6l¢uliirken, standart sapma veriyle
ayni birimlerde 6l¢tlur. Muhtelif y degerlerinin y — y sapmalari igin s tipik bir degerdir. Sunu, ancak,
Iyi anlamak gerekir ki s sapmalarin dogrudan aritmetik ortalamasi degildir (sapmalarin aritmetik
ortalamasi sifirdir), s bize y degerlerinin aritmetik ortalama etrafindaki yayiliminin bir dlglisiini
VErIr.

Misal 8 Bir istatistik sinavinda sizden miiteakip verinin standart sapmasini hesaplamaniz istenmis
olsaydi ne yapardiniz?

Y ={1,6,3,8}
Cevap: Eger bu bir popiilasyon verisi ise,
o = 2.693;
eger bir 6rnek verisi ise,
s = 3.109.

Nispi Degiskenlik

Iki veri kiimesinin degiskenliklerinin varyanslar1 veya standart sapmalari cinsinden biribiriyle
karsilastirilmasi, eger bu veri kiimelerinin aritmetik ortalamalar1 da g6z Ontine alinirsa, daha
manalidir. Bir veri kiimesinin standart sapmasin1 aritmetik ortalamasima bdlmek suretiyle nispi

degiskenliginin bir tanimin1 yapabiliriz. Sonu¢ genellikle yiizde olarak ifade edilir. Bu Olglye
varyasyon katsayist da denir.

Mesela, istatistik dersinin vize sinavinda kizlarin puanlariin aritmetik ortalamasi 45 ve standart
sapmast 9 ve oglanlarin puanlarmin aritmetik ortalamasi 35 ve standart sapmasi1 7.7 ise, bu veri

kiimelerinin nispi degiskenlikleri sirasiyla :;5 =0.2 ve % = 0.22 veya %20 ve %22 dir. Buna gore,

kizlarin puanlarinin degiskenligi mutlak olarak daha fazlayken, aritmetik ortalamalar arasindaki fark
g0z Oniine alindig1 zaman, oglanlarin puanlarinin degiskenligi nispi olarak daha fazladir.

Pozisyonun Olgtilmesi

Bir dagilimin merkezini temsil edecek bir degeri tayin etmenin ¢esitli yollarin1 gordiik. Bununla
beraber, herhangi baska degerlerin pozisyonlar: hakkinda da konusabilmek isteriz. Bazi hallerde,
mesela sarap tadiminda oldugu gibi, basitce siralarla ilgilenilir. Bagka hallerde, mesela okul
basvurulariin degerlendirilmesinde 6grencilerin yiizdelik siralarina bakilabilir. Ayni1 zamanda, dyle
haller vardir ki hem merkezilesme ve hem de degiskenlik 6lgiileri kullanilarak pozisyon belirlenebilir.

Gozlem degerlerinin pozisyonlarini ifade etmenin ti¢ 6nemli prosediirii sunlardir:

1. Basit siralama, ki gozlem degerlerini bir siraya sokarak, belirli bir degerin hangi siraya
diistiiglinii kaydetmektir.

2. VYiizdelik swralamasi, Ki ilgilenilen gozlem degerinden daha kiigiik degerlerin tiim degerler
icerisindeki ytzdesini (baska bir deyisle, ilgilenilen gdzlem degerinin tiim degerlerin yiizde
kagindan daha biiyiik oldugunu) belirtir.

3. Z-puani, ki bir gdzlem degerinin aritmetik ortalamanin kag standart sapma uzaginda oldugunu
cok spesifik olarak ifade eder.

Misal 9 Otuz yedi otomobil markasinin Avrupa’da 2017 yilindaki pazar paylari (% olarak) sirasiyla
soyledir: 10.9, 7.3, 6.7, 6, 5.9,5.9,5.3,5.3,5,45,4.4,3.7,36,3.3,3,3,26,19,1.6, 1.5, 1.4, 1.1,
0.9,0.7,0.7,0.6,0.6,0.5,0.4,0.4,0.3,0.3,0.2, 0.2, 0.1, 0.1 ve 0.1. Pazar pay1 %4.4 olan Toyota’nin
pozisyonu nedir?

Cevap: Toyota basit siralamada yukaridan 11 incidir (37 marka icerisinde), cunki listede
kendisinden daha fazla pazar payina sahip 10 marka var. Yirmi altt markanin pazar paylarinin daha
diisiik olmasi hasebiyle, Toyota’nin yiizedelik siralamasi % %X 100 = %70.3 tur. Listelenen verinin
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= 0.65 lik bir z-

aritmetik ortalamasi %2.7 ve standart sapmasi %2.6 olduguna gore, Toyota

puanina sahiptir.

4.4-2.7
2.6

Basit Siralama

Basit siralama kolayca hesaplanir ve kolayca anlagilir. Birisi igin 324 kisilik bir smifta iiglincii olarak
mezun olmanin veya bir sporcu i¢in 64 kisinin katildig1 bir spor miisabakasinda dokuzuncu gelmenin
ne manaya geldigini biliriz. Hatta verinin sayilardan olusmadigi durumlarda bile, basit siralama
yararlidir. Mesela, deterjanlar, herhangi bir sayisal 6l¢iim yapilmaksizin, nispi temizleme giiglerine
gore siralanabilir.

Yuzdelik Siralamasi

Yiizdelik siralamasi, diger bir kolayca anlasilir pozisyon oOl¢iisii olarak, farkli veri kiimelerindeki
pozisyonlar1 karsilastirmada yararlidir. Mesela, 704 birey icerisindeki 176 inc1 siray1r 935 birey
icerisindeki 187 inci sirayla, ilkinin %75 inci siraya ve ikincinin %80 inci siraya sahip oldugunu
kaydetmek suretiyle, kolayca karsilastirabiliriz. Bir veri kimesindeki bir gozlemin yiizdeligi
(/percentile) o gozlemin tim diger gézlemlere gore pozisyonunu temsil eder ve kendisinden daha
kiguk gozlemlerin ytzdesini verir. Bir dagilimin p-inci yiizdeligi g6zlemlerin %p’sinin daha kiigiik
veya esit oldugu degerdir. Bir ylizdeligi hesaplamak igin gézlemleri artan sirada diizenler ve listenin
altindan baglayarak gerekli ylizdeye kadar sayariz. Her zaman verinin tam %p’sinin daha kiigiik veya
esit oldugu bir deger mevcut olamayabileceginden bu tanim biraz eksik kabul edilebilir. Belki ¢ogu
yiizdelik i¢in en yakin gdzlemi almak suretiyle bu eksikligi giderme yolunu segebiliriz.

Ceyreklikler (/quartiles), Q; ve Qs, kiigiikten biiyiige dogru siralanmuis bir listenin ilk ¢eyregini ve ilk
lic ceyregini isaretlerler, sirasiyla. Bunlarin yiizdelik siralar1 %25 ve %75 tir, sirastyla. Daha 6nce
ceyrekliklerarasi gidimi, ayn1 zamanda, Q3 — @, olarak tanimlamistik.

Ondaliklar (/deciles) kiigiikten biiyiige dogru siralanmis bir listenin birinci onda birden dokuzuncu
onda bire kadar her onda birini isaretlerler, sirasiyla ve %10 dan %90 a kadar yiizdelik siralara tekabiil
ederler.

Z-Puam

Bir z-puani dagilimin hem merkezini (yani aritmetik ortalamasini) ve hem de yayilimini (yani standart
sapmasini) hesaba katarak veri degerlerini/noktalarin1 yatay eksende yeniden pozisyonlandiran bir
Olctidiir. Daha spesifik olmak gerekirse, bir ham degerin z-puan1 bu ham degerin ait oldugu veri
klimesinin aritmetik ortalamasindan kag standart sapma uzakta oldugunu bize sdyler. Matematiksel
olarak, y nin x ye ham uzaklig1 y — u diir; bunu o ya bélerek ka¢ standart sapma ettigini buluruz.
Yani ham degerin aritmetik ortalamaya olan uzaklig1 kag standart sapma ise z-puan: da odur. Boylece,

y—HU
7 =
o
ki burada y ham deger, x aritmetik ortalama ve o standart sapmadir. Eger y degeri aritmetik
ortalamadan () daha buyuk ise, z-puani pozitiftir; eger y degeri aritmetik ortalamadan () daha kiiguk

ise, z-puani negatiftir. Z-puanlarina ayn1 zamanda standartlagtiriimis (veya standart) puanlar da
denir.

Bir z-puani verildigi zaman, prosediirli ters-diz ederek mutekabil ham degeri bulabiliriz. Eger
yukaridaki ifadeyi y ye gore ¢Ozersek, y = u + zo formunu alir.

Misal 10 Bir 6grenme-galismasinin sonucunda 18—24 yaslari arasindaki kadinlarin boylariin
ortalamasi (aritmetik ortalamasi) 166.5 cm ve standart sapmasi 6.5 cm olarak tespit edilmistir. O
halde, 179.5 cm’lik boy i¢in z-puani,
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179.5 - 166.5
6.5 -

ve 147 cm’lik boy i¢in z-puani,
147 — 166.5
—— ="
Diger taraftan, 2.2 lik bir z-puaninin tekabiil ettigi ham deger,
166.5 + 2.2(6.5) = 166.5 + 14.3 = 180.8 cm
ve —1.6 lik bir z-puaninin tekabiil ettigi ham deger,
166.5 + (—1.6)(6.5) = 166.5 — 10.4 = 156.1 cm.

Cogu zaman tam sayi zZ-puanlarini ve tekabiil ettikleri ham degerleri asagidaki gibi gostermek
yararhdir:
1 1
T T T I
147 153.5 160 166.5 173 179.5 185 Boy (kg)

I
=3 =2 =1 0 1 2 3 £ puani

Misal 11 Bir saglik ocagina miiracaat eden giinliik hasta sayisinin aritmetik ortalamasi 780 kisi ve
standart sapmasi 40 kisidir. Yediyiiz seksen kisilik aritmetik ortalamaya 40 in katlarini ekler ve
cikartirsak sunu elde ederiz:

L Il Il L L

1 ] 1 ] | ] 1

660 J00 a0 FBO B20 gbl app  Hasta S5dyIs|
L i i i i i i

1 i i i 1 i i

-3 -2 -1 0 1 2 3 zpuam

Bir giinliik hasta sayis1 835 ise buna tekabiil eden z-puan::
835—-780 55
T = E = 1.375.

Diger taraftan, —2.15 lik bir z-puanina tekabiil eden giinliik hasta sayist:

780 + (—2.15)(40) = 694 kisi.

694 835
1 E 1 1 1 r Il 1
1 1 1 1 1

I
660 700 740 780 820 860 900 Hasta sayisi

J I 1 } } 1

| I 1 1 1 1

-3 —FZ == | 0 1 J 2 3 Z puani
=2.15 1.375

Ampirik Kural

Verinin dagilimi simetrik ve g¢an-sekilli oldugunda, ampirik kural adi verilen spesifik bir kural
uygulanir ki ayni zamanda 68-95-99.7 kurali olarak ta adlandirilir. Bu kurala gore, gozlem
degerlerinin yaklasik %68 i aritmetik ortalamanin sagli-sollu 1 standart sapma civarina diiser, gozlem
degerlerinin yaklasik %95 1 aritmetik ortalamanin sagli-sollu 2 standart sapma civarma diiser ve
gozlem degerlerinin %99.7 si aritmetik ortalamanin sagli-sollu 3 standart sapma civarina diiser.
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B

Misal 10 daki 18-24 yaslar1 arasindaki kadinlarin boylarinin aritmetik ortalamas: 166.5 cm ve standart
sapmasit 6.5 cm olarak tespit edilmisti. Dagilimin ¢an-gekilli oldugunu varsayarak, 68-95-99.7
kuralina gore dagilimin ortada kalan %95’inin 153.5 cm ve 179.5 cm arasinda boylart oldugunu
sOyleyebiliriz. Bunun gibi, bu kadinlarin en uzun %2.5 u 179.5 cm den daha uzundur. (Kadinlarin
digarida kalan %5 i aritmetik ortalamanin 26 ya da 13.0 cm daha uzagimna diiser. Dagilimin simetrik
olmasindan dolay1, bu kadinlarin yaris1 bir uca yarisi ise diger uca diiser.) Yine 68-95-99.7 kuralina
gbre neredeyse tim kadinlarin (%99.7) boylarmin 147.0 ile 186.0 c¢cm arasinda oldugunu
soyleyebiliriz.

Muiteakip figlrde yer alan nispi frekans grafiklerinde yatay eksen z-puanlarini1 gostermektedir:

99.7%

-1 +1 -3 +3
Misal 12 Biliniyor ki standart bir teste giren 6grencilerin testi bitirme siirelerinin aritmetik ortalamasi
75 dakika ve standart sapmasi 12 dakikadir. Ampirik kural bize hangi enformasyonu temin eder?

Cevap: Dagilimin ¢an-sekilli oldugunu varsayarak, 6grencilerin yaklasik %68 inin testi 63 dakika ve
87 dakika arasinda bitirdikleri, yaklasik %95 inin testi 51 dakika ve 99 dakika arasinda bitirdikleri ve
neredeyse taiminiin (%99.7) testi 39 dakika ve 111 dakika arasinda bitirdigi neticesine varabiliriz.

Misal 13 Dokuz yiiz kirk yedi 6grenciye uygulanan bir dil testi sonucunda puanlarin aritmetik
ortalamasi 6.86 ve standart sapmasi 1.59 bulunmustur. Daha sonra bu puanlar yatay eksen {izerinde
aritmetik ortalamanin 1s, 2s ve 3s etrafinda frekanslarina gore soyle dagilmistir:
1 21 4 129 331 ; 318 ; 125 ; 21 4 1
i ' I 1 ) 1

]
y-3s y-2s Y-S v V+s y+2s y+3s

Bu enformasyona gore, gozlem degerlerinin %68.5 i [= 100(649/947)] aritmetik ortalamanin 1s
etrafinda, %95.4 0 [= 100(903/947)] aritmetik ortalamanin 2s etrafinda ve %99.8 i [=
100(945/947)] aritmetik ortalamanin 3s etrafinda yer almaktadir. Dagilimin simetrik ve ¢an-sekilli
oldugu kolayca goriilebiliyor ve 68-95-99.7 kuralina uygunlugu ise agik.

Ampirik kural, ayn1 zamanda bize standart sapmanin gidim cinsinden ¢abuk bir kestirimini de verir.
Yukaridaki figiirde gorebilecegin {izere, verinin %95 i 4 standart sapmalik bir araliga (yani, z-puanlari
ekseninde -2 den +2 ye kadar olan araliga) diiser ve verinin %99.7 si 6 satandart sapmalik bir araliga
(yani, z-puanlar1 ekseninde -3 ten +3 e kadar olan araliga) diiser. Bu sebeple, ¢an egrisi seklinde bir
frekans dagilimina sahip olmasi kosulu ile, bir veri klimesinin standart sapmasinin, kabaca, gidiminin
dortte biri ve altida biri arasinda oldugu neticesine varabiliriz. Bir veri kiimesinin gidimini neredeyse
aninda bulabilecegimiz i¢in, standart sapmanin kestirimi i¢in ampirik kural ¢ogu zaman absiirt
aritmetik hatalarin goriilmesinde yararhdir.

Misal 14 Eger bir veri kiimesinin gidimi 12 birim ise, standart sapmasinin bir kestirimi nedir?

Cevap: Ampirik kurala gore, standart sapmanin (%) 12 = 2 birim ve G) 12 = 3 birim arasinda
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olmasimi bekleyebiliriz. Eger standart sapmay1 0.04 birim veya 11 birim olarak hesaplamigsan,
muhtemelen aritmetiksel bir hata yapmigsindir; bununla beraber, 3.2 birimlik bir hesaplama akla
yatkindir.

Yine de iizerine bastirarak soylemek gerekir ki gidimi yukaridaki gibi kullanmak, standart sapma igin
isabetli bir deger elde etmeye matuf degildir. Ancak ve sadece, mesela komputer ¢iktilarini kori
korlne kabul etmek gibi, mantiksiz sonuglari isaret etmekte yararli bir aragtir.

Bir frekans dagilimiin merkezine ait sayisal betimlemeyi o frekans dagilimini meydana getiren
gozlem degerleri i¢in segilen bir tipik deger olarak ve yayilimina ait sayisal betimlemeyi de gézlem
degerlerinin secilen bu tipik degere ne kadar benzediklerinin bir 6l¢iisii olarak diistinebilirsin.

Histogramlar ve Merkezilesme Olcleri

Bir verinin histogrami ¢izildigi zaman, o verinin merkezilesmesi, dagilimin sekli itibariyla, kendini
gosterir. Farzedelim ki elimize asagidaki Uzere bir histogram var, merkezilesme 6lgiilerimiz dogal
olarak sOyle bir durumda olacaktir:

Ortanca bir dagilimi esit  iki parcaya boler ve
histogramin alanini yariya bolen bir ¢izgi ile temsil
edilir.

Orrfm:&

Aritmetik ortalama degerlerin eksen {izerindeki
yerinden (yani biyiikliigiinden) etkilenir. Boylece,
I eger histogram kat1 bir alan olarak milahaza edilirse,

_f—]— aritmetik ortalama agirlik merkezinden veya denge
noktasindan gecgen bir ¢izgiye tekabiil eder.

I
Aritmetik-ortalama

Yukaridaki dagilim, kiiciik degerler yoniinde incelerek ve uzayarak yayilmaktadir ki boylesi
dagilimlara sola ¢arpik denir. Dikkatini ¢ekmek isterim ki aritmetik ortalama, bu durumda,
ortancadan ¢cogu zaman daha kiigliktlir. Benzerce, biiyiik degerler yoniinde incelerek ve uzayarak
yayilan bir dagilima saga ¢arptk denir ve aritmetik ortalamasi ¢ogu zaman ortancasindan daha
blydktar.

Misal 15 Bir biiyiik sirketin ¢alisanlaria 6dedigi yillik ticretlerin ortancasi 32500 TL ve aritmetik
ortalamas1 38700 TL dir. Yillik iicretlerin dagiliminin sekli hakkinda, bu ne ifade eder?

Cevap: Ortanca aritmetik ortalamadan daha az ve boylece yillik ticretlerin dagilimi muhtemelen saga
carpik. Ucret skalasmin asagisinda yer alan pek ¢ok calisanla beraber, cok az sayida yiiksek iicretli
yoneticiler mevcut.

Sunu not etmek durumundayim ki yukaridaki prensip ¢ok kullanigh olmakla beraber istisna kabul
etmez bir kural degildir.

Misal 16 Asagidaki nokta grafikte veri kiimesi saga ¢arpiktir; mamafih, ortancasi (ki 3) aritmetik
ortalamasindan (ki 2.97) daha biiyiiktiir.

LYY
N|jeesessse
Wl eessee

P leeee
O|ee
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Histogramlar, Z-puanlari ve Y Uzdelik Siralamalari

Gormistiik ki nispi frekanslar histogramlarda nispi alanlarla temsil edilmektedirler ve boylece dikey
eksenin nasil etiketlendiginin fazlaca 6nemi yoktur. Eger standart sapmay1 biliyorsak, yatay eksen
Z-puanlant cinsinden etiketlenebilir. Aslinda, eger bize muhtelif z-puanlarinin yiizdelik siralar
verilirse, bir histogram insa edebiliriz.

Misal 17 Farzedelim ki miiteakip veriden bir histogram insa etmemiz isteniyor:

Z-puani: -2 -1 0 1 2
Yiizdelik siralamasi: 0 20 60 70 100
Goriiyoruz ki alanin tamami +2 z-puani ve -2 z-puan1 arasindadir. Ayni zamanda, alanin %20 si -2 ve

-1 z-puanlar1 arasinda, %40 1 -1 ve 0 z-puanlari arasinda, %10 u 0 ve 1 z-puanlar1 arasinda ve %30 u
1 ve 2 z-puanlar1 arasindadir. Buna gore, histogram asagidaki lizeredir:

veys

-2 =1 1] 1 2 -2 -1 0 1 2

Simdi farzedelim ki yukarida verilmis olan z-puanlarinin arasina diisen dort yeni z-puani ve yiizdelik
siralamalar1 daha verilmis olsun:

Z-puant: -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2
Yizdelik siralamasi: 0O 5 20 30 60 65 70 80 100

Buna gore, histogramimizin yeni hali sudur:

Simdi de diigiinelim ki 1000 tane z-puanimiz ve yiizdelik siralamalar1 var, histogram belki de soyle
gorunecek:

I 3 1
- + +
-1

-'2 0 1 2

Grafigin, yatay eksenin herhangi bir noktasindaki yiliksekligi manasizdir; dnemli olan nispi alanlardir.

Mesela, yukaridaki sonuncu diyagramda +1 ve +2 z-puanlari arasindaki alanin yiizdesi nedir? Cevap:
Hala %30. Sifirin solundaki alanin yiizdesi kactir? Cevap: Hala %60.

Birikimli Frekans ve Carpikhik

Sola ¢arpik bir dagilimin birikimli frekans grafigi 6nce hafif ve sonra siddetli bir egimle yiikselirken,
saga garpik bir dagilimin birikimli frekans grafigi once siddetli sonra hafif bir egimle yukselir.

Misal 18 Ug ayn istatistik profesoriiniin verdikleri sozlii sinavi puanlarinin dagilimlarma ait
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histogramlar soyledir:

v " v
c '~ =
kL Sahin g Dogan 2 ‘%
Q @ 2
fra i e
1 2 3 4 i 2 3 4 1 2 3 4
Puanlar Puanlar Puanlar

Histogramlara gore, Bay Sahin daha c¢ok sayida diisiik puanlar veriyor, Bay Dogan esit sayilarda
diisiik ve yiiksek puanlar veriyor ve Bayan Kartal daha ¢cok sayida yuksek puanlar veriyor. Bu
histogramlarin birikimli frekans grafikleri sdyledir:

1.0
Sahin
Birikimli Do
frekans ogan

Kartal

1 2 3 4
Puanlar

Bes-sayiyla Ozet ve Kutu Grafikler

Bir veri kiimesinin bes-sayiyla 6zeti o veri kiimesinin en kiiciik degerini (minimum), en biiylik
degerini (maksimum), ortadaki degerini (ortanca), alttaki yarisinin ortasini (Q4) ve iistteki yarisinin
ortasini (Q3) kapsar. Bes-sayiyla 6zet bilhassa genis veri kiimelerinin betimsel analizinde yararlidir.

Verinin beg-sayiyla 6zeti kutu grafik (ayn1 zamanda kutunun her iki yaninda uzayan biyiklar1 da
vardir) ad1 verilen bir grafik ile gosterilebilir. Kutu grafik verinin yayiliminin gérsel bir bir temsilidir.
Bir kutu grafige bakarak verinin Dbiribirini takibeden %25 Ilik kisimlarmin gidimlerini
karsilastirabilirsin. Dagilimin sekli ve dislaklar hakkinda fikir sahibi olabilirsin.

Misal 19 Toplam tarimsal {irin endeksinin 27 yil boyunca aldigi degerler yillar itbariyla soyledir:
{215, 210, 130, 140, 150, 150, 160, 150, 140, 150, 150,125, 85, 70, 75, 90, 115, 120, 125, 100, 95,
100, 130, 160, 200, 200, 210}. En biyiik deger (maksimum) 215, en kiigiik deger (minimum) 70,
ortadaki deger (ortanca) 140, istteki yarimin ortasindaki deger (l¢tncl ¢eyreklik) 160 ve alttaki
yarimin ortasindaki deger (birinci c¢eyreklik) 100. Bir istikrarsizlik, ¢iftciler igin, {irlin fiyatlar
bakimindan, s6z konusu. Bu bes-saymnin bir kutu grafigi soyledir:

1 150

+ 100 l

Dikkat etmeni isterim ki bu gorsel biribirine yapisik iki “kutu” ve iki yandaki “biyiklardan”
miitesekkil. (Bu grafigin, zaten, ingilizce’deki ad1 “box and whiskers”.) Kutular, ortadaki iki geyregin
yayilimini gosteriyor; biyiklar, distaki iki ¢eyregin yayilimini gosteriyor. Bu nispeten basit gosterim,
histogramlarin veya dal-yaprak grafiklerin detaylica ortaya koyacagi enformasyonu bize bir bakista
aksettirir.

Bir dagilim agirca carpik oldugu zaman, ya da agik¢a dislaklara sahip oldugu zaman, bu dagilimin
ortancasini, ¢eyrekliklerini ve asir1 degerlerini havi bir kutu grafik ¢izmek suretiyle, aritmetik
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ortalamasini ve standart sapmasini hesaplamaktan daha yararli bir betimlemesini yapmis olursun.
Misal 20 Shakespare’in oyunlarinda gegen kelimelerin uzunluklarinin bes-sayiyla 6zeti soyledir:
Minimum =1, Q, = 3, Ortanca = 4, Q; =5, Maksimum = 12.

Q —15IQR=3-15(5—-3)=0 ve Q3+ 15IQR=3+15(5—-3) =8 olduguna gore,
bunlardan daha kiiciik ve daha biiyiik kelime uzunluklar1 dislak zanlhlandir. Istatistiksel yazilim
paketlerince c¢izdirilen kutu grafikler ¢cogu zaman dislaklar1 isaret eder ve ayrica verinin bir

histogramini da verir.
| SR ] L]

1 23 45 6 7 8 9 101112
Nihayetinde, sunu da not etmek gerekir ki farkli iki veri kiimesinin bes-sayiyla 6zetleri ayni olabilir

ve boylece ayn1 kutu grafiklere sahip olabilirler, fakat bu veri kiimelerinin dagilimlari ayn1 zamanda
biribirinden hayli farkli olabilir de.

Misal 21 Su iki veri kiimesine sahibiz:
X =1{0,5,10,15, 25,30, 35,40,45,50,71,72,73,74,75,76,77,78,100} ve
Y ={0,22,23,24,25,26,27,28,29,50,55, 60, 65, 70, 75, 85,90, 95, 100}.

= = =] ] 1 ] n o L] L] oo
K W

Histogramlarina baktigimiz zaman, biribirinden oldukga farkli iki dagilim goriiyoruz. Oysa, her iki
degisken i¢in, Minimum =0, Q; = 25, Ortanca = 50, Q; = 75, Maksimum = 100 ve dolayisiyla X ve
Y degiskenleri biribirinin ayn1 iki kutu grafikle betimlenecektir:

L. —— 1508 —
L 5
Y L
o= ar

E oy
‘ o] —_—

T T
ks ¥
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Birim Degistirme
Birimlerin, mesela Tiirk Lirasi’ndan Amerikan Dolari’'na ya da milden kilometreye ya da

kilogramdan libreye donistiiriilmesi hayli sik uygulanan islemlerdendir. Peki O6l¢ti birimini
degistirmek, bir veri kiimesinin merkez ve yayilim 6l¢iilerini nasil etkiler?

Veri kiimesindeki her degere ayni sabiti eklemek (veya ¢ikarmak), aritmetik ortalamay1 ve ortancayi
ayni sabit miktarinca buyutir veya kucultir; bununla beraber, biiyiitiilmiis veya kiigiiltiilmiis degerler
arasindaki mesafeler yine ayni kaldig1 i¢in gidim ve standart sapma degismez.

Misal 22 Bir bilimci belirli bir sivinin donma noktasini 6grenmeye-galisirken yaptigi deneysel
olcumlerin aritmetik ortalamasii 25.32 derece Celsius ve standart sapmasini 1.47 derece Celsius
olarak bulur. Eger tiim dlglimler Kelvin 6lgegine doniistiiriiliirse, yeni aritmetik ortalama ve standart
sapma nedir?

Cevap: Biliyoruz ki Kelvin = Celsius + 273.16. Buna gore, yeni aritmetik ortalama 25.32 +
273.16 = 298.48 derece Kelvin. Mamafih, standart sapma sayisal olarak ayni kalir, yani 1.47 derece
Kelvin. Grafiksel olarak, dagilim yatay eksen Uzerinde 273.16 sabitince kayar; dagilimim merkezi
kayar (yani aritmetik ortalama degisir), fakat yayilimi ayni kalir (yani standart sapma degismez).

Veri kiimesindeki her bir degeri ayni sabitle carpmak (veya bolmek), aritmetik ortalamayi, ortancayz,
gidimi ve standart sapmay1 ayni sabit ¢arpiminca biiyiitiir veya kiigtiltiir.

Misal 23 Tarim igletmelerinin arazi genisliklerine ait 6l¢imlerin aritmetik ortalamasi 9.36 hektar ve
standart sapmasi 2.24 hektardir. Eger tiim 6l¢timler hektardan dekara doniistiiriiliirse, yeni aritmetik
ortalama ve standart sapma ne olur?

Cevap: Bir hektar, 10 dekara esittir. Buna gore, yeni aritmetik ortalama 10(9.36) = 93.6 dekar ve
yeni standart sapma 10(2.24) = 22.4 dekar olur. Grafiksel olarak, veri kiimesindeki her bir degeri
10 sabitiyle carpmak, dagilim1 hem yerinden kaydirmis hem de yayilimini artirmistir.

Misal 24 Bir sirkette ¢alisan alt1 kisinin maaslar1 (TL) sirasiyla séyledir: 2000, 5000, 5000, 7000,
8000 ve 9000.

a. Ortanca ve aritmetik ortalama maas nedir?
Cevap: Ortanca,

5000 + 7000
— - 6000

Aritmetik ortalama,
2000 + 5000 + 5000 + 7000 + 8000 + 9000
6

b. Eger ¢alisanlarin her biri 1000TL zam alirsa, yeni aritmetik ortalama ne olur?
Cevap: Ortanca,

= 6000TL

6000 + 8000

= 7000
2

Aritmetik ortalama,

3000 + 6000 + 6000 + 8000 + 9000 + 10000
G = 7000TL

Dikkat edersen, hem ortanca hem de aritmetik ortalama i¢in, 6000TL + 1000TL = 7000TL.
c. Eger her biri %10 zam alirsa?
Cevap: Ortanca,

5500 + 7700
— - 6600

Aritmetik ortalama,
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2200 + 5500 + 5500 + 7700 + 8800 + 9900

= 6600TL
6
Dikkat edersen, hem ortanca hem de aritmetik ortalama icin, 6000TL nin %2110 u 6600TL dir.

Yukarida misallendirerek gostermeye calistigim iizere, veri kiimesindeki her bir degere ayni sabiti
eklemekle, ortancaya ve aritmetik ortalamaya ayni sabiti eklemis oluruz. Benzerce, her bir degeri
ayni1 sabitle carpmakla, ortancayi1 ve aritmetik ortalamay1 ayni sabitle carpmis oluruz.
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Mini Proje 03

MP 01 de topladigin verinin mutenasip tekniklerle sayisal betimlemesini yap.
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BoLOoM o4 | ILISKILERI BETIMLEME: BiR NiTEL VE BIR NiCEL
DEGISKEN

Giris
Simdiye kadar, tek bir degiskene ait Ol¢iimler ile ilgilendik. Bir degiskeni ele alarak, gosterdigi

dagilimi inceledik. Mamafih, istatistik biliminin pek ¢ok 6nemli uygulamalari, iki veya daha ¢ok
sayidaki degiskenin biribiriyle iliskili olup olmadigini incelemeyi icap ettirir.

Iliskileri inceleme prosesi degiskenlerin tipiyle yakindan alakalidir. Yani iki degisken arasindaki bir
iliskiyi 6grenmeye-calisirken, hangi metotlar1 kullanacagimizi bu degiskenlerin tipleri
belirleyecektir. Degisken tiplerinin ti¢ kombinasyonunu ele alacagiz: (1) Nitel-nicel, (2) nitel-nitel ve
(3) nicel-nicel. Her ug¢ halde, 6rnekleme Unitelerinin iki ayr1 degiskene ait bir ¢ift gézlem degeri veri
toplayicisi tarafindan kaydedilmis olur. Bu deger ¢iftlerine iki-degiskeli veri ad1 verilir.

Istatistik-biliminin pek cok gercek yasam uygulamalari iki popiilasyonun karsilastirilmasini ihtiva
eder. Bu, genellikle, bir nicel degiskene ait verinin ayni bireyler lizerinde 6lgiilen baska bir nitel
degiskenin kategorileri bakimindan gosterdigi dagilimlar karsilastirmak suretiyle yapilabilir. Bu
karsilastirmalar, nokta grafikleri, kutu grafikleri ve birikimli frekans grafiklerini kullanarak, her iKi
veri kilmesini es zamanl olarak gorsel betimlemek suretiyle gerceklestirilir. iki degisken arasindaki
iligki, nitel degiskenin farkli kategorilerine gore nicel degiskenin gosterdigi dagilimlarin sekillerine,
merkezlerine ve yayilimlarina bakilarak degerlendirilir.

Akabinde, bu dagilimlarin merkezlerine ve yayilimlarina ait sayisal betimleyiciler hesaplanarak, yine
biribirleriyle karsilastirilabilir. Popiilasyonlar1 karsilastirmak i¢in kullanilan sayisal betimleyiciler
dagilimlarin tipine baglidir. Bir frekans dagilimmin simetrik veya ¢arpik olabilecegini daha once
o0grenmistin. Eger her iki popiilasyon da simetrik dagilimlara sahipse, bunlar karsilagtirmak i¢in,
aritmetik ortalama ve standart sapma kullanilabilir. Eger popiilasyonlardan en az birinin dagilimi
carpiksa, bunlari karsilagtirmak igin, ortanca ve ¢eyreklikleraras: gidim kullanilabilir.

Bu, Ote taraftan, su soruya da cevap aramaktir ki karsilastirilan iki 6rnek acaba ayni popiilasyondan
mi1 (veya bir baska deyisle, 6zdes iki poptilasyon mi1) ¢ekilmislerdir? Her halikarda, iki poptilasyonun
ortalamalar1 arasindaki farkla ilgilenecegiz. Mesela, uygun Orneklere dayanarak, belli bir isi
adamlarin kadinlar kadar hizli yapip yapmadiklarina karar vermeyi arzu edebiliriz. Ya da, bir
yoklamaya dayanarak, bir bolgedeki ailelerin aylik gida harcamalarinin bir bagka bolgedekilerden
fazla olup olmadigina karar vermek istiyebiliriz. Iki degisken arasindaki iliski baglaminda ifade
edersek; birinci misalimizde cinsiyet ve is yapma hiz1 arasindaki iligkiyi, ikinci misalimizde ise bolge
ve aylik gida harcamasi arasindaki iliskiyi inceliyoruz.

Nihayetinde, bir nitel ve bir nicel degisken arasindaki iliskiyi incelerken, bilimsel tahkikat nitel
degiskenin kategorileri bakimindan, nicel degiskenin go6zlendigi istatistiksel popiilasyonlar
arasindaki dogal veya deneysel farklar1 degerlendirmeyi gerektirir.

Simdi bir nitel ve bir nicel degisken arasindaki iligkiyi incelemek i¢in kullanabilecegimiz gorsel ve
sayisal betimleyicileri somut misaller lizerenden daha detaylica ele alacagiz.

Nokta Grafikler

Misal 1 iki farkli zayiflama programini (A programi ve B programi) uygulayan 25 er kisinin agirlik
kayiplar1 (kilogram) soyle kaydedilmistir:
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iliskileri Betimleme: Bir Nitel ve Bir Nicel Degisken

Denek | Zayiflama programi | Agirlik kayb1 (kg) | Denek | Zayiflama programi | Agirlik kaybi (kg)
1 B 11 26 B 14
2 B 13 27 B 15
3 A 10 28 B 14
4 B 15 29 A 12
5 B 15 30 B 15
6 A 12 31 B 14
7 B 16 32 A 16
8 A 13 33 B 17
9 B 13 34 A 12
10 B 12 35 B 16
11 A 11 36 A 14
12 A 19 37 A 11
13 B 12 38 B 13
14 A 13 39 A 11
15 A 17 40 A 13
16 A 10 41 A 13
17 A 14 42 B 14
18 A 14 43 A 15
19 B 12 44 A 14
20 B 15 45 A 16
21 A 15 46 B 18
22 B 17 47 B 16
23 A 14 48 B 10
24 A 13 49 B 11
25 B 18 50 A 12

Uygulanan zayiflama programi ve agirlik kaybi arasinda bir iligki var m1? Elimizdeki ham veriye
bakarak, bu iliskiyi gérebilmek pek miimkiin degil. Once, bu ham veriyi tasidig1 enformasyonu daha
kolayca gorebilecegimiz bir formda yeniden organize edelim:

A Programi:10,10,11,11,11,12,12,12,12,13,13,13,13,13,
14,14, 14,14,14,15,15,16,16,17,19

B programi: 10,11,11,12,12,12,13,13,13, 14, 14, 14,14, 15,
15,15,15,15,16,16,16,17,17,18,18

Veri bu formda organize edildigi zaman, iki degisken arasindaki iligkiyi deneyimli gozler
farkedebilir. Fakat, daha iyisi, bu iliskiyi gorsel olarak betimlemek Uzere, her iki veri kiimesinin
dagilimlarin1 gosteren nokta grafikleri, ayni yatay olgek tizerinde, iist liste ¢izerek karsilastirmak
olabilir.

[ ] L]
] [ ] L ]
L] . . ]
L] L] [ - - - -
L L] L ] L] L2 L L ] L] "
b oo s
L]
L] L]
[ ] L] L] . [ ]
L] L] L - L] L] L] L]
L] L ] L] - - L] L ] - L ]
+———+—+—+—+—F+—F—+— Program®
10 12 14 14 18

Gortiliiyor ki A programi B programina gore daha diigiik ortalama agirlik kaybini cagristiriyor.
Dagilimlart sekil, merkez ve yayilim bakimlarindan karsilagtirirsak:
Sekil: Goruyoruz ki her iki veri ikiimesi de kabaca ¢an-sekillidir (ampirik kural gecerli) ve A programi
19 kilogramlik bir diglaga sahip (B programinda hig bir dislak yok).
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iliskileri Betimleme: Bir Nitel ve Bir Nicel Degisken

Merkez: Gorsel olarak ya da noktalar1 sayarak, dagilimlarin merkezlerini, A ve B programlar1 i¢in
sirastyla 13 kg ve 14 kg olarak bulabiliriz. (Bir hesap makinesi aritmetik ortalamalar1 ¥, = 13.36 kg
ve yg = 14.24 kg olarak verecektir.) Hangi metotla bulursan bul, B programinin merkezi daha
yukaridadir.

Yayiulim: Her iki dagilimin yayilimlart neredeyse ayni, A programi i¢in 10 kg dan 19 kg a ve B
programi i¢in 10 kg dan 18 kg a. (Bir hesap makinesi standart sapmalar1 s, = 2.18 kg ve sg =
2.18 kg olarak verecektir.)

Sirt-sirta Dal-yaprak Grafikler

Misal 2 Kemoterapi uygulamasindan sonra iki farkli ilac1 kullanan kanser hastalar1 40 yil boyunca
takip edilir ve sagkalim siireleri (y1l) kaydedilir. A ilacini kullanan 25 ve B ilacin1 kullanan 30 kisiye
ait veri sOyledir:

Ailac: 5,10,17,39, 29, 25 20,4,8,31,21,3,12,11,19, 10, 4, 22,
17,18,13,28,11, 14,21

Bilaci: 19,12, 20, 28, 22, 35,1, 21, 21, 26, 18, 28, 29, 20, 15, 32, 31,
24,22,26,18,20,22,35,30,18, 25, 24,19, 21

Kemoterapiden sonra, kanser hastalarina uygulanan ilag ve sagkalim siiresi arasinda bir iliski var m1?
Yine, bu iligskiyi gorsel olarak betimlemek Uzere, her iki veri kiimesinin dagilimlarini gosteren
dal-yaprak grafikleri, ayni dikey 6lcek lizerinde, sirt sirta gizerek karsilastirabiliriz.

Elimizdeki verinin sirt-sirta bir dal-yaprak grafigini ¢izmek {izere, dallarin her iki yanina birer dikey
cizgi cekiyoruz ve yapraklarin bir kiimesini sola dogru yerlestirirken, diger kiimesini saga dogru
yerlestiriyoruz.

ilag B ilag A
1|o|34458
0988852 |1|00112347789
98866544222111000(2|0112589
55210 |3|19
(Dal birimi = 10)

Dikkat etmelisin ki A ilact grubu en uzun sagkalimli (39 yil) hastaya ve B ilact grubu en kisa
sagkalimli hastaya (1 yil) sahipken, sirt-sirta dal-yaprak grafik gosteriyor ki B ilacini kullanan
hastalarin ¢ogunlugu A ilacin1 kullanan hastalarin gogunluguna gore daha uzun siire sagkalmislardir.

Dagilimin seklini, merkezini ve yayilimini karsilastirmak suretiyle, sunlar1 sdyleyebiliriz:

Sekil: Her iki dagilim da ¢an-sekillidir (ampirik kural gecerli). A ilacina ait dagilimin saginda 39
yillik bir dislaga sahip oldugu goriiliiyorken, B ilacina ait dagilimin solunda 1 yillik bir dislaga sahip
oldugu goriiliiyor.

Merkez: Gorsel olarak, ya da degerleri sayarak, dagilimlarin merkezlerini sirasiyla 17 yil ve 22 yil
olarak bulabiliriz. (Bir hesap makinesi aritmetik ortalamalar1 y, = 16.48 yil ve yg = 22.73 yil
olarak verecektir.) Hangi metotla bulursan bul, B ilacin1 kullanan hastalarin sagkalim siirelerinin
dagiliminin merkezi, A ilacini kullanan hastalarin sagkalim stirelerinin dagiliminin merkezinden daha
buyuktdr.

Yayilim: Hastalarin sagkalim siirelerinin dagilimlarinin yayilimlari, A ilact igin 3 yildan 39 yila ve B
programi i¢in 1yildan 35 yila. (Bir hesap makinesi standart sapmalari s5 = 9.25 yil ve sg = 6.97 yil
olarak verecektir.) Hangi metotla bulursan bul, A ilacin1 kullanan hastalarin sagkalim siirelerinin
dagiliminin yayilimi, B ilacim1 kullanan hastalarin sagkalim siirelerinin dagiliminin yayilimindan
daha fazladir.
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iliskileri Betimleme: Bir Nitel ve Bir Nicel Degisken

Paralel Kutu Grafikler

Misal 3 Organik tarim {iriinleri son zamanlarda oldukg¢a revagta. Bir bilimsel-arastirmaci markette
satilan enddistriyel tarim {irlinii meyvelerin ve organik tarim {iriinii meyvelerin fiyatlarin1 (TL/kg)
karsilastirtyor. Verinin bir betimleyici analizinin sonuglarini ihtiva eden komputer ¢iktis1 sudur:

Endiistriyel tarim tirlinii meyveler i¢in:

Mean = 5.37 Standard deviation = 1.92 Min = 3.51
Max = B.00 N =18 Median = 4.77
Quartiles = 3.92, 6.45

Organik tarim iiriinii meyveler igin:

Mean = 10,11 Standard deviation = 1.32 Min = 8.58
Max = 11.95 N = 15 Median = 10.08
Quartiles = 8.97, 11.51

Markette satilan meyvelerin Uretim tipi ve fiyat: arasinda bir iliski var m1? Bu iliskiyi hesaplanmis
olan istatistiklere bakarak kolyca degerlendirebiliriz aslinda(Mean: aritmetik ortalama, Standard
deviation: standart sapma, Min: minimum, Max: maksimum, N: gbézlem sayisi, Median: ortanca,
Quartiles: ceyreklikler). Fakat dagilimlarin seklini gormek, iliskiye dair enformasyonu elbette
artiracaktir.

Bu iliskiyi gorsel olarak betimlemek {izere, her iki veri kiimesinin dagilimlarini gdsteren kutu
grafikleri, ayni 6lcek tzerinde, Ust Uste veya yan yana gizerek karsilastirabiliriz.

Elimizdeki verinin paralel kutu grafiklerini ¢izerken, her iki kutu grafigi, ayn1 ekseni kullanmak
suretiyle bir diyagrama yerlestiriyoruz:

Endiistriyel tarim Organik tarim

— v

1 J | 1
|

I T
4TL 6TL 8TL 10TL 12TL

Kutu grafikler minimum, maksimum, ortanca ve ¢eyreklik degerlerini gosteriyor. Endiistriyel tarim
uriinii meyvelerin fiyatlarmin dagilimi daha asagida ve yayilimi organik tarim {iriinii meyvelerin
fiyatlarinin dagilimindan daha fazla. Her iki dagilimda yukari uca (saga) dogru hafif ¢arpik (¢arpiklik,
ayni zamanda, kompdter ¢iktisininda her iki dagilimin aritmetik ortalamalarinin ortancalarindan
biiylik olmasindan da anlasilabilir).

Paralel kutu grafikler, bilhassa, ¢cok sayida dagilimin karsilastirilmasinda yararlidir.

Misal 4 Miteakip paralel kutu grafikler, belirli bir sirketin glnlik borsa degerinin yil i¢erisindeki
dalgalanmalarin1 biribirini takibeden bes farkli yil i¢in gostermektedir. Kutu grafikler bize hangi
trendleri gosteriyor?
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iliskileri Betimleme: Bir Nitel ve Bir Nicel Degisken
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Paralel kutu grafikler gosteriyor Ki sirketin ortanca giinliik borsa degeri 58 TL den baslayarak 78 TL
ye kadar yildan yila ylkselerek 20 puan artmistir. Ugiincii geyrekligin degeri 84 TL civarinda
neredeyse stabil kalmistir. Yillik minimum hi¢ bir yilda bir dnceki yilin minimumundan diisiik
olmamistir. Ve IQR hig bir yilda bir 6nceki yila gore artmamustir ve hatta kiigiilen bir trendi oldugunu
sOyleyebiliriz.

Birikimli Frekans Grafikleri

Misal 5 Asagidaki birikimli frekans grafigi Amerika Birlesik Devletlerinin iki eyaletinin, South
Carolina ve North Carolina, 1980 yilindaki niifuslarinin  birikimli yas dagilimlarini
karsilastirmaktadir.
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1
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'-0‘= 6 /, ‘/
s " North Carolina
£ 5
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= 4 p >
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4
Vd
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Eyalet ve niifusun yas1 arasinda bir iliski var mi1? Bu soruya cevap vermek igin, s6éz konusu
dagilimlarin ortancalarini ve g¢eyrekliklerarasi gidimlerini nasil karsilastirirsin?

Cevap: Dikey cksende 0.5 noktasinin karsis1 boyunca baktigimiz zaman, goriiyoruz ki South
Carolina’da niifusun yaris1 20 yasin altindayken, North Carolina’da bu deger 32 yasa yiikselmistir.
Dikey eksende 0.25 ve 0.75 noktalarinin karsilar1 boyunca baktigimiz zaman, gériiyoruz ki South
Carolina icin Q; = 9 yil ve Q3 = 35 yil ve dolayisiyla ¢eyrekliklerarast gidim 35 — 9 = 26 yilken,
North Carolina igin Q; = 16 yil ve Q3 = 50 yil ve dolayisiyla ¢eyrekliklerarasi gidim 50 — 16 = 34
yildir.
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iliskileri Betimleme: Bir Nitel ve Bir Nicel Degisken

Istatistiksel anlamhihk

Peki, bir ormek veride gozlenen bir iligki, bu Ornegin iginden c¢ekilmis oldugu popiilasyona
genellestirilebilir mi? Bu bir ¢ikarimsal istatistik problemidir ve bu dersin son boéliimlerinde ele
alinacaktir. Bu problemin ¢esitli unsurlar1 olmakla beraber, burada istatistiksel anlamliliktan kisaca
bahsetmek yerinde olacaktir. Istatistiksel anlamlihk iki degisken arasinda gozlenen bir iliskinin
sans eseri olmamasinin olabilirligine matuftur. Anilan béliimlerde, bu olabilirligi gérsel veya sayisal
betimleyicilere yalnizca bakarak degerlendirmenin Gtesine gegerek, olasilik modellerini kullanmak
suretiyle matematiksel olarak degerlendirebilecegiz.

Iliski, Cagrisim ve Nedensellik

Her ne vakit iki degisken arasinda bir iliskiden (/relationship) bahsetsek, bir ¢agrisimi (/association)
mi1 yoksa bir nedenselligi (/causality) mi kastettigimiz agiklanmaya muhtagtir.

Iki degisken arasindaki iliskiyi 6grenmeye-calistigimizda, cogu zaman, belirli bir degiskendeki
degisikliklerin baska bir belirli degiskende neden oldugu degisiklikleri gdstermeyi iimit ederiz.
Istatistiksel terminolojiye gore, birincisine aciklayici degisken ve ikincisine yanit degiskeni adi
verilir. Mamafih, iki degisken arasindaki gii¢lii bir ¢agrisim neden-ve-etki hakkinda netice ¢ikarmak
icin yeterli degildir. Peki, iki degisken arasinda hangi baglantilar gézlenen bir ¢cagrisimi agiklayabilir?
Acaba, arkaplanda gizlenen baska degiskenler olabilir mi? Nedensellik i¢in iyi bir kanit1 ne olusturur?
Cagrisimin 3 tipini miilahaza edecegiz. Miiteakip diyagramlarda, kesikli ¢izgi X ve Y degiskenleri
arasinda giiclii bir cagrisimi gosteriyor. Bu ¢agrisim oklarla gosterilen ¢esitli nedensel iliskilerin bir
sonucu olabilir.

Nedensellik (Direk etki). iki degisken arasinda dogrudan bir neden-ve-etki iliskisi var. X teki
degisiklikler Y de degisikliklere neden olur. Mesela, tiiketilen alkol miktar1 ve kandaki alkol diizeyi
arasindaki iliski.

Miisterek yamit. Bir giz/i degisken hem agiklayic1 degiskeni hem de yanit degiskenini etkiler. Hem
X teki hem de Y deki degisikliklere arka planda gizlenen bir Z degiskenindeki degisiklikler neden
olur. Mesela, 6grencilerin liniversiteye giris sinavinda aldiklar1 puanlari ve mezuniyet ortalamalari
arasindaki iliskiyi diistinelim. Zeki ve ¢aligkan 6grenciler hem tiniversite giris sinavinda yiiksek puan
alma hem de yiiksek mezuniyet ortalamasina sahip olma egilimi gosterirler.

Kanisma. Iki degiskenin (ki ¢cogu zaman, bir gizli degisken ve bir aciklayici degisken) yanit
degiskenine etkisi biribirinden ayrilamaz. X in Y ye etkisi Z gizli degiskeninin etkisi ile karigir. bir
ogrenme-calismasinda, 6grenim dizeyi ve yillik gelir arasindaki iliskinin incelendigini farzedelim.
Meslek ve deneyim siresi karisan degiskenler olabilirler. Cunku, bazi meslekler daha fazla
kazandirmaktadir ve her meslekte deneyimli personele daha fazla tcret 6denmektedir. Meslek ve
deneyim hesaba katilmadan, bu 6grenme-calismasi yanlis bir neticeye ulasabilir.
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e ki degisken arasindaki giiglii bir cagrisim her zaman bir degiskendeki degisikliklerin digerinde
degisikliklere neden olacagl manasina gelmez.

e ki degisken arasindaki ¢agrisima cogu zaman arka planda gizlenen baska degiskenler tesir eder.

e Nedensellik i¢in en iyi kanit rastgelelestirilmis karsilastirmalr deneylerden elde edilir.

e ki degisken arasinda gdzlenen cagrisim; direk ekiden, miisterek yanittan veya karismadan
dolay1 olabilir.

Misal 6 Nedensellik iki degisken arasinda bir ¢agrisimi gerektirir fakat ¢agrisimin nedensellik
manasina gelmesi elzem degildir. Eger bir 6grenme-galigmasi ylriitiir ve gozlersek ki spor
malzemelerine ¢ok para harcayan kisilerde kalp krizi gecirme riski diisiiktiir, su neticeye varamayiz
ki spor malzemesi satin almak kardiyovaskiiler hastaliklara kars1 korur (nedensel iligki). Belki spor
malzemesi satin alanlar fizikselce aktif kisilerdir, dyle ki bu bilinen bir koruyucu faktordiir. Burada
fiziksel aktivite bir karisan degiskendir ve hem ¢ok spor malzemesi satin almanin hem de diisiik kalp
krizi gecirme riskinin miisterek nedenidir.
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iliskileri Betimleme: Bir Nitel ve Bir Nicel Degisken

Mini Proje 04

MP 01 de topladigin veri kiimesinde yer alan bir nitel ve bir nicel degisken arasindaki iliskiyi betimle.
Sonuglarin interpretasyonunu yap.
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BoLOM 05 | ILISKILERI BETIMLEME: iKi NITEL DEGISKEN

Giris
Onceki boliimde, bir nicel degiskenin, baska bir nitel degiskenin kategorileri bakimidan gosterdigi
dagilimlan biribiriyle karsilastirmak suretiyle, aralarindaki iliskiyi 6grenmeye-¢alistik. Ancak, pek

cok istatistiksel 6grenme-galismasinda oldugu tizere, aralarindaki iliskiyi 6grenmeye-galistigimiz
degiskenlerin her ikisi de nitel birer degisken olabilmektedir.

Mesela yas, gelir, 6grenim siiresi, boy ve agirlik gibi pek ¢ok degisken dogasi itibariyla nicelken ya
da sayisal degerler alirken; mesela cinsiyet, irk, marka tercihi, meslek ve anksiyete durumu gibi bagka
degiskenler de niteldir ya da kategorik degerler alirlar. Bazen, dogasi itibariyla nicel olan degiskenler
de, kullanilan 6lgegin tanimladigi yapay kategorik siniflarda gruplanabilirler. Mesela insanlarin
yasini geng ve yaslt olmak iizere iki kategoride ve agirligini zayif, orta ve sisman olmak iizere {i¢
kategoride 0Olgebilirsin.

Capraz Tablo

Ogrenme-calismalarinda elde edilen kategorik veri ¢ogu halde iki nitel degisken ihtiva eder ki bu
degiskenler arasinda bir iliski mevcut olabilir veya olmayabilir. Boylesi veri bir ¢apraz tabloda
gosterilebilir. Bir ¢apraz tablo iki nitel degiskenin ortak frekans dagilimi tablosudur. Bu tablolara
kontenjans tablolar: da denir.

Misal 1 Yetmis yasini gegmis erkekler ile yapilan 4-yillik bir 6grenme-galismasinda, bireylerin
kolesterol diizeyleri 6lctldi ve hangi tip kalp krizine maruz kaldiklar1 kaydedildi. Miiteakip ¢apraz
tablo bireylerin bu iki nitel degiskenin kategorilerine ortak dagilzmin: vermektedir. 1ki degiskenin
ortak dagilimi, bu degiskenlerin kategorilerinin kombinasyonlarina ait ortak frekanslarin dagilimidir.
Mesela 6limcil-olmayan kalp krizi geciren ve diisiik kolesterol diizeyine sahip kisilerin ortak
frekans1 29 dur.

Kolesterol dizeyi
Diistik Vasat Y lksek
kolesterol | kolesterol | kolesterol
Kalp krizinin tipi Oliimciil-olmayan kalp krizi 29 17 18
Oliimcul kalp krizi 19 20 9

Kalp krizinin siddeti satir degiskeniyken, Kolesterol dlzeyi siitun degiskenidir. Bu veriyi analiz
etmenin bir yolu, 6nce her satir ve her siitun i¢in ortak frekanslari toplamayi ihtiva eder:

Kolesterol diizeyi
Diisiik Vasat Yiksek
kolesterol | kolesterol | kolesterol | Toplam
Kalp krizinin tipi Olumcul-olmayan Kalp krizi 29 17 18 64
Olumcal kalp krizi 19 20 9 48
Toplam 48 37 27 112

Satir ve siitun toplamlar1 tablonun sag ve alt marjinlerine (yani kenarlarina) yerlestirildiklerinden
dolayi, bunlara marjinal frekanslar adi verilir. Bu marjinal frekanslar ¢ogu zaman orantilar veya
yiizdeler formunda yazilir. Buna gore, her iki degiskenin kendi dagilimlari bu tablodan hesaplanabilir.
Kolesterol dlizeyinin marjinal frekans dagilim: s6yledir:

48
—— = 0.429 = %42.9

Diistik:
112

37 = 0.330 = %33.0
112— . — 70 .
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27
Yiksek: —— =0.241 = %24.1
112 %

Bu marjinal frekans dagilimini, ayn1 zamanda, bir ¢ubuk grafik ile gosterebiliriz:

%40 -

%20 -1~

Dusuk Vasat Yuksek

Kolesterol diizeyleri
(Kalp krizi gegiren yash erkeklerin)

Benzerce, kalp krizinin siddeti i¢in de marjinal frekans dagilimin1 belirleyebiliriz:

o 64
Olimcul-olmayan: — = 0.571 = %57.1

112
Olumcdl: B 0.429 = %42.9
Bu marjinal frekans dagilimini temsil eden ¢ubuk grafik:
%50
Oliimciil-olmayan Olimcdl

Kalp krizlerinin siddeti
(Kalp krizi geciren yaslh erkeklerin)

Bir ¢apraz tablo her iki degiskenin ayr1 ayr1 marjinal frekans dagilimlarindan daha fazla enformasyon
tasir ve bu enformasyon degiskenler arasindaki iligskiyi haizdir. Ancak, iki nitel degisken arasindaki
iliskiyi betimleyebilmek igin ne degiskenlerin ortak frekans dagilimi ne de hesaplanan marjinal
frekans dagilimlar yeterli degildir.

Kosullu Nispi Frekanslar ve Cagrisim

Yukarida gordiik ki (Misal 1) bir ¢capraz tabloda betimlenen ortak dagilim ve hesaplanan marjinal
dagilimlar iki nitel degisken arasindaki iliskiyi betimleyebilmemize veya 6l¢ebilmemize tek basina
yetmedi. Bunu yapabilmek icin, capraz tablonun yalnizca marjinlerindeki (yani kenarlarindaki)
toplam frekanslar1 degil, govdesindeki enformasyonu, baska bir perspektiten bakarak, miilahaza
etmemiz gereklidir. Iki nitel degisken arasindaki iliski, capraz tabloda yer alan ortak frekanslardan
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mitenasip kosullu nispi frekanslarin hesaplanmasiyla betimlenir. Kosullu nispi frekanslar
degiskenlerden herhangi birinin ayr1 ayr her bir kategorisi icerisinde diger degiskenin kategorilerinin
nasil dagildigini bize sdyleyecek.

Simdi, Oyleyse, Misal 1 de yer alan ¢apraz tablo i¢in kosullu nispi frekanslar1 hesaplayalim. Zaten
yukarida, satir ve siitun toplamlarini bulmustuk:

Kolesterol diizeyi
Diistik Vasat Ylksek
kolesterol | kolesterol | kolesterol | Toplam
Kalp krizinin tipi Olimcul-olmayan kalp krizi 29 17 18 64
Olimcul kalp krizi 19 20 9 48
Toplam 48 37 27 112

Kalp krizinin tipi ve kolesterol diizeyi arasinda bir iliskinin mevcut olup olmadigi ile ilgileniyoruz.
Bunun igin kalp krizi tipinin her iki kategorisi i¢erisinde kolesterol diizeyinin kategorilerinin nasil
dagildigina, yani ¢apraz-tablonun her satirina ayr1 ayr1 bakacagiz. Yani, 6limcil-olmayan kalp krizi
gecirenler igerisinde her bir kolesterol dlizeyinin orantisini veya ylzdesini hesaplayacagiz.

Diistk: 2 = 0.453 = %45.3
Vasat: —7 = 0.266 = %26.6
64
. 8
Y uksek: Vi 0.281 = 9%28.1

Hesaplamis oldugumuz bu kosullu nispi frekanslar: bir bir cubuk grafikle gosterebiliriz:

50 -
| Dilgiik

@ Vasat
11 Yiksek

45

40

35

30

% 25

20

15

10

Oliimciil-olmayan

Kosullu nispi frekanslarin bu dagilimima bakinca, oliimciil-olmayan kalp krizi geciren hastalar
icerisinde diisiik kolesterol diizeyine sahip olanlarin nispi frekansinin vasat ve yiiksek kolesterol
diizeyine sahip olanlara nazaran ¢ok daha yiiksek oldugunu gorebiliyoruz.

Benzerce, o6liimciil kalp krizi gegiren 48 kisinin kolesterol duzeyine ait kosullu nispi frekanslar
sOyledir:
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19
Diisik:  — = 0.396 = %39.6
¥ 48 o
20
Vasat: = = 0416 = %41.7
18 o

9
Yiksek: — =10.187 = %18.
8 0.18 %18.8

Bu kosullu nispi frekanslar1 da yine cubuk grafikle gosterelim:

® Diiglik
a5 B Vasat
= Yuksek
40
35
30
% 25

20

15

10

Olimeiil

Kosullu nispi frekanslarin bu dagilimina bakinca, 6liimciil-olmayan kalp krizi gegiren hastalarinkine
pek benzemedigini gérebiliyoruz. Oliimciil kalp krizi geciren hastalar i¢erisinde kosullu nispi frekansi
en yuksek olan kategori vasat kolesterol diizeyine sahip olanlarinki. Onu diisiik kolesterol diizeyine
sahip olanlarinki takip ediyor. Peki, iki degisken arasindaki iliski hakkinda bu bize ne sdylemektedir?

Kalp krizi tipinin iki ayr1 kategorisi i¢in ayr1 ayri ¢izdigimiz kolesterol diizeyinin kosullu nispi
frekanslarinin dagilimlarim1 daha kolay karsilastirabilmek maksadiyla, simdi, ayn1 grafikte
gosterelim. Miiteakip ¢ubuk grafik iki degisken arasindaki iligkinin giizel bir gorsel betimlemesini
vermektedir:
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50
| Diigiik
@ Vasat
3 Yiiksek

45

40

35

30

20

15

10

Oliimciil-olmayan Oliimciil

Yan-yana gruplandirilmis g¢ubuk grafikler kolesterol diizeyi ve kalp krizinin tipi arasinda bir
cagristma isaret etmektedir. Ciinkii 6limcil-olmayan kalp krizi gegiren Kkisiler igerisinde disiik
kolesterol diizeyi daha yuksek bir nispi frekansa sahipken, oliimciil kalp krizi geciren Kkisiler
icerisinde vasat kolesterol dlizeyi daha yiksek bir nispi frekansa sahiptir. Yani, kalp krizi tipi
kategorilerine gore kolesterol duzeyinin dagilimlari biribirilerine esit goriinmemektedir.

Misal 2 Sa¢ dokilmesi tipi viicut kiitle endeksiyle iligkili midir? Yedi yiiz altmis dokuz adamla
yapilan bir 6grenme ¢alismasi, asagidaki rakamlari ortaya ¢ikardi:

Sag dokulme tipi
Hic | On | Tepe
<25|137 | 22| 40
Vicut katle endeksi | 25-28 | 218 | 34 | 67
>28 | 153 | 30 | 68

fcra edilecek analiz ilk evvela yukarida yapmis oldugumuz iizere satir ve siitun toplamlarmin
bulunmasini ihtiva eder:

Sag dokulme tipi
Hic | On | Tepe | Toplam
<25|137 | 22| 40 199
Vicut kutle endeksi | 25-28 | 218 | 34 | 67 319
>28 | 153 | 30 | 68 251
Toplam | 508 | 86 | 175 769

Sag dokulmesi tipini viicut kiitle endeksinden tahmin etmekle ilgileniyoruz, ve bdylece her satira ayri
ayr1 bakacagiz. Mesela, viicut kiitle endeksi 25 in altinda olan 199 adamin her bir sa¢ dokulmesi tipi
i¢in orantisi veya yiizdesi nedir?

7
= 0.688 = %68.8

Hic: 199
On: —2 =0.111 = %11.1
199
0
Tepe: = 0.201 = %20.1

199
Hesaplamis oldugumuz bu kosullu nispi frekanslari grafikle gosterebilmek i¢in ya ¢ubuklar1 yan-
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yana ya da Ust-Uste gruplandirmamiz gerekir. Her iki halde de, ¢ubuklarin boyu nispi frekanslara
tekabdil edecektir:

%100 T D Tepe %100
3 Tepe
1 6n
W Hic
%501+ %507
<25 <25
Viicut kitle endeksi Vicut kitle endeksi

Benzerce, viicut kiitle endeksi 25 ve 28 arasinda olan 319 adamin sa¢ dokilmesi tipine ait kosullu
nispi frekanslari soyledir:

Hig: & = 0.683 = %68.3
319

On: 3t 0.107 = %10.7
319
7

Tepe: = 0.210 = %21.0

319

Viicut kiitle endeksi 28 in {istiinde olan 251 adamin kosullu nispi frekanslari:

Hic: 153 _ 0.610 = %61.0
251

On: 30 =0.120 = %12.0
251
8

Tepe: = 0.271 = %27.1

251

Miiteakip iki c¢ubuk grafik iki degisken arasindaki iligkinin gilizel bir gorsel betimlemesini
vermektedir:

%100 T OTepe %1007
EI] Sn Tepe
¢
On

%507 [ %sot [

<25 2528 >28 <25 2528 >28
Vicut kiitle endeksi Vicut kiitle endeksi

Hem yan-yana hem de (st-lste gruplandirilmis ¢ubuklar sag dokiilmesi tipi ve vicut kitle endeksi
arasinda zayif bir iligskiye isaret etmektedir. Ciinkii viicut kiitle endeksi 28 in {istiinde olan adamlar
icin tepeden dokllme tipi biraz daha yiiksek bir kosullu nispi frekansa sahiptir. Yani vicut kitle
endeksi kategorilerine gore sa¢ dokilmesi tipinin dagilimlari biribirilerine esit gériinmemektedir.
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Misal 3 Bir universite kampusinde yapilan bir 6rnek yoklamasinda 6grencilere hangi fakdiiltede
okuduklar1 ve dondurmay1 vanilyali m1 yoksa ¢ikolatali m1 tercih ettikleri soruldu. Sonuglar soyle:

Vanilyali Cikolatal

Ziraat 20 10

Fen 24 12

Tip 18 9

Edebiyat 22 11

Her bir fakilte igin kosullu nispi frekanslar nedir?

Ziraat: =2 = 0.667 = %66.7 vanilyal1 ve 2 = 0.333 = %33.3 ikolatals tercih ediyor
Fen: 2 = 0.667 = %66.7 vanilyal1 ve g = 0.333 = %33.3 cikolatal: tercih ediyor
Tip: g = 0.667 = %66.7 vanilyal1 ve 2% = 0.333 = %33.3 ¢ikolatali tercih ediyor
Edebiyat: = = 0.667 = %66.7 vanilyali ve -~ = 0.333 = %33.3 cikolatals tercih ediyor

Boylesi bir halde, ki tiim kosullu nispi frekans dagilimlart 6zdestir, iki degisken arasinda mukemmel
bir cagrisimsizlik oldugunu soyleriz. (Mamafih, sunu da belirtmek gerekiyor ki herhangi iki degisken
tamamen biribiriyle ¢agrisimsiz olsa dahi, gézlem sonuglarini 6zetleyen bir ¢apraz tablonun bu
muikemmel ¢agrisimsizligi gostermesi sansi pratikte ¢ok ¢cok azdir.)

Gozlenen ve Beklenen Frekanslar

Iki nitel degisken arasindaki iliskiyi betimlemenin bir yolunun kosullu nispi frekanslar1 (veya kosullu
orantilart) karsilasgtirmak oldugunu 6grendik. Bagka bir yol ise gozlenen ve beklenen frekanslari
karsilagtirmaktir. Eger iki degisken arasinda herhangi bir iliski yoksa, beklenen frekanslar 6rnekleme
prosedurinin pek cok kere yinelenmesi sonucunda capraz tablonun hicrelerinin ortalama
frekanslaridir. Bu durumda, 6rnegin cekildigi popiilasyonda iki degisken biribirinden tam olarak
bagimsizdir.

Iliskinin mevcut olmamasi demek, bir baska deyisle, satir ve siitun kategorileri igerisinde frekanslarin
her iki yonde benzer dagilmasi demektir. Bir ¢apraz tablonun beklenen frekanslarini hesaplamak igin,
elimizdeki Ornege ait veriyi kullanarak bir kestirimde bulunacagiz. Her hiicrenin satir ve siitun
toplamlarini garpip, 6rnek hacmine bolecegiz. Yani,

(Satir toplami) (siitun toplami)

Beklenen frekans =
Genel toplam

Gozlenen ve beklenen frekanslar arasindaki farklara bakarak iki nitel degiskenin ¢agrisimli olup
olmadig1 hakkinda bir gozlemde bulunabiliriz.

Misal 4 Bir 6grenme-galismasinda, Amerika birlesik Devletleri’'nde ve Kanada’da 2000 kisiye dini
inancin bireysel ahlaka dahil olup olmadigi sorulmustur. Toplanan veri miiteakip ¢apraz tabloda
Ozetlenmistir.

Tabloya baktigimizda, “Evet” yanit1 verenlerin genel ylizdesinin % = %51 oldugunu goriiyoruz,

fakat ABD ve Kanada i¢in bu yiizdeler hayli farkli, sirasiyla % = %58 ve ;ng = %30. Bu capraz

Evet Hayir Toplam
ABD 670 630 1500
Kanada 150 350 500
Toplam 1020 980 2000

tablo icin beklenen frekanslar1 sdyle hesaplariz:
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Evet Hayir Toplam
(1500)(1020) (1500)(980)
ABD = - - 1500
2000 765 2000 735
(500)(1020) (500)(980)
Kanada | ———~ -~ — A i 500
2000 255 2000 245
Toplam 1020 980 2000

Bu tablonun marjinal frekanslar1 (yani, kenar toplamlar1) iistteki tabloyla ayni, fakat tablonun
icindekiler, eger 1500 Amerikalinin ve 500 Kanadalinin “Evet” yanitlarinin yiizdesi (%51) ayni
olsaydi, bekleyecegimiz frekanslar1 yansitmaktadir. GOzlenen frekanslar ve beklenen frekanslar
arasinda nasil bir fark var? Eger verilen yanit milliyete bagli olmasaydi, Amerakalilarin 765 inin
“Evet” demesi beklenirdi fakat 100 kisiden daha fazla fark var. Buna karsin, eger bir ¢agrisim
olmasaydi 255 Kanadalinin “Evet” demesi beklenirdi fakat fiilen 150 Kanadali “Evet” demis.
Tablonun diger hiicreleri de ayn1 minvalde farklara sahip. Bu goriinen dort farka bakarak, formal
olarak herhangi bir ¢ikarim1 gerekcelendirmeksizin, sdyleyebiliriz ki bu ¢apraz tabloda bir ¢agrisim
g6zlenmektedir.

Ister kosullu nispi frekanslar vasitasiyla olsun ve isterse beklenen degerler vasitasiyla olsun, bir
capraz tabloda gozledigin bir ¢agrisimin ancak ve ancak o tobloyu olusturan fiili veri igin gecerli
oldugunu soyleyebilirsin. Eger bir ¢apraz tablo 6rneklenmis bir veriyi ihtiva ediyorsa, o ¢apraz
tabloda gozledigin bir ¢agrisimi, ayni degiskenlerin herhangi baska bir 6rneginde de gozleyip
gozleyemeyecegini bilemezsin. Cikarimda bulunabilmek i¢in, bir anlamlilik testi yapman gerekir.

Karisan Degiskenler ve Simpson Paradoksu

Her ne zaman iki degisken arasinda bir iliskinin kesfine ¢ikilsa, neredeyse her zaman, degiskenlerden
birinin digerinde fiilen degisiklige neden olup olmadig: sorusu giindeme gelir. Kadin olmak kontak
lensi gozlige tercih etmeye neden olur mu? Botoks daha az terlemeye neden olur mu? Uygulanan
tedavi iyilesmeye neden olur mu? Giines 1sinlarina maruz kalmak cilt kanserine neden olur mu?
Fosfat vermek bitkinin yaprak sayisinin artmasina neden olur mu? Eger verinin nasil toplandigini
bilmiyorsak, hi¢ bir capraz tablo iki degisken arasindaki ¢agrisimin bir neden-ve-etki iliskisi olup
olmadigini bize sdyleyemez. iki degisken arasinda gdzlenen gagrisimin bir neden-ve-etki iliskisi olup
oladigi tamamen veri toplama metoduna baghdir. Eger veri toplamak icin kontrol-altina-alinmis bir
deney dizayn etmis ise, bir aragtirmaci iki degisken arasindaki neden-ve-etki iliskisini ancak o zaman
aci1ga cikarabilir. Aksi halde, sadece, bir cagrisimsal iliskiden bahsedebilir. Veri toplama metotlarini
tartisacagimiz 7. Boliimde, gozlemsel 6grenme-calismalarinda, karisan degiskenlerin olanakli
tesirinden dolay1, nedenselligi tesis etmenin zorlugunu vurgulayacagiz.

Miteakip misalimiz karisan degiskenlerin, eger onlari hesaba katmaksizin (yani veri toplama
prosesini kontrol-altina-almaksizin), arkaplanda gizlenmelerine izin verilirse, ¢apraz tablolarin
analizinde nasil yaniltici nedensellik neticelerine yol agacaklarini tanitlamaktadir.

Misal 5 Farzedelim ki —Tanr1 korusun— bir kalp ameliyati gegcirmen gerekiyor ve mevcut iki cerrah
arasinda bir se¢im yapmaya ¢alistyorsun: Dr. S6giit ve Dr. Kavak. Gegen y1l bu doktorlarin 250 ser
hastay1 ameliyat etmis olduklarini ve su sonuglar1 aldiklarini 6grendin:

Hangisine amaliyat olmak isterdin? Dr. S6giit’iin 250 hastasindan 190 1 sag kalmis ki sagkalim oranm
0.76 veya %76. Dr. Kavak’in 250 hastasindan 200 i sag kalmis ki sagkalim orant % = 0.80

190

250

veya %80.

Dr. Sogiit | Dr. Kavak
Ol 60 50
Sag 190 200
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Mamafih, her sey goriindiigii kadar agik ve sarih olmayabilir. Farzedelim ki daha derin bir
sorusturmayla 6greniyorsun ki doktorlarin ameliyat etmis olduklart hastalarin bazilar1 iyi bazilari agir
durumdaymis. Buna ait veri soyle:

Iyi durumda Agir durumda

Dr. Sogiit | Dr. Kavak Dr. Sogiit | Dr. Kavak
Olen 8 17 Olen 52 33
Sagkalan 60 120 Sagkalan 130 80

Dikkat edersen, sonki iki tablodaki mutekabil hiicreleri topladigimiz zaman, daha yukaridaki ilk
tabloyu veriyor.

Iyi durumdaki hastalar1 ameliyat ettikleri zaman cerrahlart karsilastiralim. Dr. Sogiit’iin iyi

durumdaki 68 hastasi g = 0.882 veya %88.2 lik sagkalim oranma sahipken, Dr. Kavak’in iyi
durumdaki 137 hastasi 12—3 = 0.876 veya %387.6 lik sagkalim oranina sahip. Benzerce, gortluyor ki
Dr. Sogiit’tin agir durumdaki 182 hastasi % = 0.714 veya %71.4 lik sagkalim oranina sahipken,

Dr. Kavak’in agir durumdaki 113 hastast f—g = 0.708 veya %70.8 lik sagkalim oranina sahip.

Boylece, Dr. Sogiit hem iyi durumdaki hastalarda daha basarali (Dr. Kavak’in %87.6 lik sagkalim
oranina karsi %88.2 ile) hem de agir durumdaki hastalarda daha basarili (Dr. Kavak’in %70.8 lik
sagkalim oranina karsi %71.4 ile). Bunula beraber, Dr. S6giit’iin genel sagkalim orani daha disiik
(Dr. Kavak’in %80 ine kars1 %76 ile). Bu nasil olabiliyor?

Bu problem Simpson paradoksu i¢in bir misaldir. Birden c¢ok sayidaki gruplar, tek bir grup
olusturmak tiizere katistirildigi zaman, eger bir karsilastirma ters yonde cereyan ediyor ise buna
Simpson paradoksu denir. Karisan degisken adi verilen, bir baska degiskenin etkisi, gruplar
katistirildig1 zaman maskelenmis olur. Su anki misalimizde, daha derin bir inceleme gosteriyor ki Dr.
Sogiit’lin ameliyat etmis oldugu agir durumdaki hastalarin sayist Dr. Kavak’tan ¢ok daha fazladir ve
agir durumdaki bu hastalarin elbette ki sagkalim oran1 daha disiiktiir. Béylece, Dr. Sogiit her iki hasta
grubunda ayr1 ayr1 daha basarili olsa bile, genel basar1 oran1 daha diisiiktiir. Ik tablomuz mevcut bir
karisan degiskenin etkisini gizlemektedir ki bu karisan degisken hastalarin durumuna iliskindir.

Risk ve ihtimaller

Rastgele secilecek bir bireyin bir nitel degiskenin belirli bir kategorisine diisme sansini ifade etmek
icin yalnizca iki temel yol vardir. Birincisi, bir kategoriyi toplamin orantis: olarak ifade etmek;
ikincisi, bir kategoriyi digerine nispetle ihtimaller (/odds) formunda karsilagtirmak.

Farzedelim ki bir populasyon 1000 bireye sahip ve bunlarin 400 ii belirli bir hastaligin genini tasiyor.
Asagidakilerin hepsi, bu orantiy1 ifade etmenin esit yollaridir:

e Tim bireylerin ytzde kirki (%40) geni tasiyor.

e Geni tastyanlarin orantist 0.40 tir.

e Geni tasima riski 0.40 tir.
Mamafih, bunu ihtimaller ile ifade etmek farkl1 bir hesaplama gerektirir. Thtimaller olarak verilmis
esdeger ifade sudur:

e Geni tagima ihtimalleri 6 ya 4 tlr (veya 3 e 2, veya 1 e 2/3, veya = 0.67)

Ihtimaller ifade edilirken arzu edilen kategoriye diisenlerin ve diismeyenlerin sayilar1 genellikle
olanakl1 en kiigiik tam sayilara indirgenir. Nitekim, ihtimalerin 1 e 2/3 oldugunu séylemek yerine 3 e
2 oldugunu sdylemeyi tercih ederiz.

Formal tanimlarin1 vermek icabederse; risk, arzu edilen kategorinin orantisidir; ihtimaller, arzu
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edilmeyen kategoriye diisen birey sayisina karsi, arzu edilen kategoriye diisen birey sayisidir (veya
oranidir).

Risk dogrudan arzu edilen kategorinin orantisina esittir. Ihtimalleri ise orantidan kolayca
hesaplayabiliriz. Eger kategorinin orantisi p ise, rastgele segilecek bir bireyin bu kategoriye diisme
ihtimalleri 1 e p/(1 — p) dir. Tersinden bakarsak, eger arzu edilen kategoriye diisme ihtimalleri b ye
a ise, o zaman bu kategorinin orantist a/(a + b) dir. Mesela, belli bir geni tasima orantisi 0.4 ise, 0
zaman rastgele segilecek bir bireyin bu geni tasima ihtimalleri 1 e 0.4/0.6 veya1 e 2/3 veya 3 e 2
dir. Tersinden bakarsak, geni tasima ihtimalleri 3 e 2 ise, o zaman geni tasima orantisi
2/(2+3)=2/5=4/10 = 0.40 tur.

Nispi Risk

Yalnizca iki kategoride deger alabilen bir agiklayici degiskenin rastgele bir ¢ikiminin nispi riski
kategorilere ait risklerin biribirine oranidir. Hakeza, risk oran: da denir. Nispi risk ¢ogu zaman bir
carpim olarak ifade edilir. Mesela, nispi riskin 3 olmasi, bir grubun bir hastalig1 gelistirme riskinin

diger grubun ayni hastaligi gelistirme riskinin {i¢ kat1 oldugunu soyler. Nispi risk 1 oldugu zaman,
aciklayict degiskenin her iki kategorisi i¢in risk aynidir.

Misal 6 Pagano ve Gauvreau 1993 yilinda yayiladiklari bir bilimsel-arastirma makalesinde katilimci
kadmlara ait yoklama verisini rapor etmislerdir. Ogrenme-calismasinda aciklayic1 degisken bir
kadinin ilk ¢ocugunu 25 yasindan sonra dogurup dogurmadigi ve yanit degiskeni meme kanseri
gelistirip gelistirmedigidir.

Ik cocuk 25 yasindan | Meme Kkanseri | Meme kanseri
sonra mi? var yok Toplam
Evet 31 1597 1628
Hayir 65 4475 4540
Toplam 96 6072 6168

Bir kadinin ilk ¢gocugunu 25 yasindan sonra dogurup dogurmadigina gore meme kanseri gelistirme
nispi riskini hesaplamak i¢in, dnce her grup icin meme kanseri gelistirme riskini bulmaliy1z:

e Ik ¢ocugunu 25 yasindan sonra doguran kadinlar i¢in risk = 31/1628 = 0.019

e Ik gocgunu 25 yasindan dnce doguran kadnlar igin risk = 65/4540 = 0.0143

e Nispi risk = 0.019/0.0143 = 1.33

Diger bir deyisle, ilk cocugunu 25 yasindan sonra doguran kadinlar i¢cin meme kanseri gelistirme riski
1.33 kat daha yuksektir.

Nispi riski hesaplarken, diistik riske sahip grubu paydaya koymak miisterek bir uygulamadir ¢iinkii
bu yondeki sonuglarin interpretasyonu pek ¢ok insan tarafindan daha kolay yapilabilir. Misal 6 igin
diger yonden hesaplanan nispi risk 0.75 tir. Yani, ilk ¢ocugunu 25 yasindan 6nce doguran kadinlar
icin meme kanseri gelistirme riski 0.75 kat1 yiiksektir. Gordiigiin gibi, bu nispi risk istatistigini
okumak daha zor olabilir.

Risk Artim

Bazen, bir carpim olarak ifade etmek yerine, riskteki artim yiizde olarak ifade edilebilir. Riskteki
yiizde artim sdyle hesaplanir:
riskteki degisme

. _ %
risk artimi P azal tisk 100

Risk artimin1 hesaplamanin esdeger bir yolu da sudur:
risk artimi1 = (nispi risk — 1) x 100

Misal 7 Ik ¢ocugugunu 25 yasindan o6nce doguran kadinlarin meme kanseri riski ile
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karsilastirildiginda, ilk ¢ocugunu 25 yasindan sonra doguran kadinlarin meme kanseri riskindeki
degisme (0.0190 — 0.0143) = 0.00047 dir. Ilk ¢ocugunu 25 yasindan énce doguran kadinlarin
riskini baz aldigimizdan ve bu risk 0.0143 oldugundan dolayi, bu degisme (0.0047/0.0143) X
100 = %32.9 luk ya da yaklasik %33 liik bir artimi ifade eder. Diger bir deyisle, ilk ¢ocugunu 25
yasindan sonra dogurmak, kadinlarin meme kanseri sansin1 %33 artirtyor. Dikkat ettiysen, bu ayni
zamanda (nispi risk — 1) x 100 ddir.

Ihtimaller Oram

Hastaliklarin  ve diger saglik risklerinin nedenlerini ve progresyonunu Ogrenmeye-galisan
epidemiyolojistler ¢ogu zaman riskleri karsilastirmak i¢in nispi risk yerine ihtimaller oranimi (/odds
ratio) kullanirlar. Eger bir hastaligin riski diisiikse, bu iki 6lgii yaklasik ayni olacaktir. Nispi riski
anlamak daha kolaydir, fakat ihtimaller orani istatistiksel ¢alisma i¢in daha uygundur. Binaenaleyh,
saglikla alakali meseleleri kapsayan bilimsel dergilerdeki makalelerde ¢ogu zaman ihtimaller
oraninin rapor edildigini goreceksin.

Ihtimaller oranmi hesaplamak icin, &nce agiklayict degiskenin iki kategorisinden her biri igin
hastaliga yakalanma ve yakalanmama ihtimallerini hesaplariz. Sonra bu ihtimalleri birbirine
oranlariz. Simdi Misal 6 daki meme kanseri ile ilgili veri i¢in ihtimaller oranini hesaplayalim:

e Ilk cocugunu 25 yasindan sonra doguran kadinlar igin ihtimaller 1 € 31/1597 = 0.0194.

e ilk ¢ocugunu 25 yasindan énce doguran kadinlar i¢in ihtimaller 1 e 65/4475 = 0.0145.

e Ihtimaller oran1 0.0194/0.0145 = 1.34.

Ihtimaller oraninin 1.34 olarak hesaplanan degerinin, nispi riskin 1.33 olarak hesaplanan degerine
cok benzer c¢iktigint gorebilirsin. Evvelce belirtildigi lizere, hastalik riski her bir kategoride diisiik
oldugu miiddetge durum bu minvaldedir.

Ihtimaller oranini hesaplamanin daha kolay bir yolu var, fakat eger sadece formiilii gérmiis olsaydin,
ihtimaller oraninin iki ihtimallerin orani oldugunu anlayamayabilirdin. Bir ¢apraz tablodan ihtimaller
oranin1 hemencecik hesaplamak igin:

1. Tablonun iist sol ve alt sag hiicrelerindeki sayilari carp.

2. Tablonun st sag ve alt sol hiicrelerindeki sayilart ¢arp.

3. 1. sonucu 2. sonuca bol.

Misal 6 daki ¢apraz tablodan ihtimaller oranini s6yle hesaplariz:
31 X 4475 _
1597 X 65

Tablonu nasil yapilandirildigina bagl olarak, pay ve paydanin yerini degistirmen gerekebilir. Nispi
riski hesaplarken 6grendigin gibi, ihtimaller oranin1 1 den biiyiik olacak sekliyle yapilandirmak
geleneksellesmistir. Tek fark, aciklayic1 degiskenin hangi kategorisinin oranin payr ve hangisinin
paydasi olarak kabul edilecegidir.

ihtimaller oran1 = 1.34
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Mini Proje 05

MP 01 de topladigin veri kiimesinde yer alan iki nitel degisken arasindaki iliskiyi betimle. Sonuglarin
interpretasyonunu yap.
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BOLOM 06 | ILISKILERI BETIMLEME: iKi NiCEL DEGISKEN

Giris
Aralarindaki iliskiyi 6grenmeye-calistigimiz degiskenlerin her ikisi de pek cok zaman nicel
degiskenler olabilmektedir. Mesela, kadinlarin gebelikte igtikleri tiitlin miktar1 ve bebeklerinin

dogum agirliklar1 arasinda bir iliski var m1? Et fiyat1 ve kisi basina et tiiketimi arasinda bir iligki var
mi? Bitkiye verilen giibre miktari ve alinan iiriin miktar1 arasinda bir iliski var mi?

Her iki degiskenin de nicel degiskenler olmasi, sayisal degerler almalar1 demektir. Sayisal degerlerin
mevcudiyeti ise matematiksel araglarin daha dogrudan kullanilmasi manasina gelmektedir. Bu halde,
iki soru hemen kendini gésterir. Ilki, mevcudiyetini gordiigiimiiz bir iliskinin giiciinii ve yonunii nasil
dlgebiliriz? ikincisi, Gozlenen bir iliskiyi bir fonksiyon ile nasil ifade edebiliriz? Mesela, bir emlak
borsacisi, sadece faiz orani ve satilan yeni konutlarin sayisi arasinda bir iliski olup olmadigini
belirlemeyi degil, ayn1 zamanda belirli bir faiz oran1 verildigi zaman, satilan konut sayisini tahmin
etmekte kullanabilecegi bir matematiksel ifadeye sahip olmay1 da arzu eder.

Iki nicel degisken arasindaki olanakl1 bir iliskinin gorsel bir betimlemesini bir sagilim grafigi ile
yapabiliriz. Daha sonra, korelasyon katsayisi adimi verdigimiz bir 6l¢ii ile dogrusal bir iligkinin
glcunu ve yonunu sayisal olarak betimleyebiliriz. Her iki halde de, bir iligkinin varliginin kanati,
nedenselligin de kanit1 degildir.

Iki degisken arasinda mevcudiyetini gozledigimiz bir iliskinin bicimini en kiigiik kareler regresyon
dogrusu ile nasil betimleyebilecegimizi 6grenmeye-calisacagiz.

Bu bolimu herhangi bir degisken ve zaman arasindaki iliskiyi (veya bir fenomenin zamana gore
degisimini) biraz daha tafsilatl inceleyerek bitirecegiz.

Sacilim Grafigi

X ve 'Y ile temsil ettigimiz iki nicel degisken arasindaki iligskiyi, bu iki degisene ait (x,y) deger
ciftlerinin bir grafigi ile betimleyebiliriz. iliskinin giicii ve yoni, iliskinin bi¢imi ve iliskinin
biciminden sapmalarla ilgileniriz. Bu bélimde iki nicel degisken arasindaki iligkinin bir dogrusal
fonksiyon, yani diizlemde bir dogru ile nasil agiklanabilecegini inceleyecegiz.

Bir istatistiksel Ogrenme-calismasi baglaminda, genellikle, aralarindaki iliskiyi inceledigimiz
degiskenlerden birini yanit degiskeni (Y) ve digerini de agiklayict degisken (X) olarak kabul ederiz.
Bununla beraber, yanit degiskenine bagimli degisken ve agiklayict degiskene bagimsiz degisken de
denilmektedir. Fakat,aklimizdan ¢ikarmamaliyiz ki degiskenlerin bu sekilde adlandirilmalar1 her
zaman bir neden-ve-etki iliskisini kastetmek zorunda degildir. Bu baglamda g6zlem iiniteleri tizerinde
(x,y) deger giftleri olarak {iretilen veri genel olarak iki-degiskeli veri olarak adlandirilir.

Elimizde belli bir dersi alan 6grencilerden 11 inin verilen bir 6devi yapmak i¢in harcadiklar1 stireleri
ve yaptiklar1 6devlerden aldiklari puanlari gosteren asagidaki veri kiimesi mevcut. Ogrencilerin 6dev
i¢in harcadiklar siire ve aldiklar1 puan arasindaki iliskiyi 6grenmeye-¢alisiyoruz.

Ogrenci: | 1]/2]3|4|5]6|7|8]9]10j|11
Slre(saat): |x: | 6 |10 2 | 4|6 | 7|01 |8]|]5]3
Puan: y: 82|88 |56 |64 |77|92|23|41|80 |59 |47

Asagidaki sagilim grafiginde, X ve Y degiskenlerine ait (x;, y;) deger ciftlerinin koordinat diizleminde
noktalar halinde sagilimini goriiyorsun. Mesela tiglincii 6grenciye ait deger ciftinin (2,56) ve
dokuzuncu 6grenciye ait deger ¢iftinin (8, 80) diizlemdeki yerleri kesikli ¢izgilerle belirtilmistir.

Iki degisken arasinda bir iliski var m1? Varsa, nasil bir iliski bu? Pozitif mi, negatif mi? Gucli mi,
zayif mi1?
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¥: Puan
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40

-

Sa¢ilim grafiginde bigimler

6 8 10
X Sure (saat)

Bir degiskenin daha biiyiik degerleri, ikinci bir degiskenin daha biiyiik degerleri ile ¢cagrisimhi ise, bu
iki degiskene pozitif ¢agrisimh denir. Birinin daha biiyiik degerleri, ikincinin daha kiigiik degerleri
ile cagrisimli ise, bu degikenlere negatif cagrisimhi denir.

Pozitif gagrisimli

Negatif cagrisimh

Cagrisimin giicii, diizlemdeki noktalarin bir dogru olusturacak sekilde ne kadar sikica bir araya
geldigiyle degerlendirilir. Noktalar diizlemde bir dogru olusturmaya ne kadar yakinsa, iki degisken 0

kadar gucli cagrisimhdir.

Daha giicli cagnsim

Daha zayif cagrisim

Daha gticlii gagngim Daha zayif cagrisim

Bazen, sacilim grafigindeki noktalari, bagka bir nitel degiskenin farkli kategorilerine diistiiklerini
belirtmek iizere farkli renklerle veya sembollerle gosterebiliriz. Mesela, asagidaki sa¢ilim grafiginde
kadinlar birer art1 isareti ve adamlar birer kare ile etiketlenmek suretiyle biribirlerinden ayrilmiglardir.
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Bir sagilim grafiginin genel bi¢imini analiz ederken, ayni zamanda Obeklerin ve dislakiarin
mevcudiyetini de kontrol etmek ve bunlar1 nazar-1 dikkate almak 6nemlidir.

Misal 1 Belirli bir antibiyotigin tesirliligine, sicakligin ve 1s1g1n etkisini test etmek igin, bir deney
yiriitiiliir. Antibiyotik viyallerinin bir kiimesi ayni1 1s1iklandirmayla farkli sicakliklarda depolanirken,
ikinci bir kiimesi de ayn1 sicaklikta farkli 1siklandirmalarla depolanir.

1.0 104

Tesirlilik

Tesirlilik

vvvvvvvvvv

50° 100° 1.0
Sicaklik Istk siddeti

Birinci sacilim grafigine baktigimizda, bir dogrusal bi¢cim goriiyoruz ve bu bi¢imin hayli uzaginda
bir diglak mevcut. Bunun olanakli bir agiklamasi, antibiyotigin daha diisiik sicakliklarda daha tesirli
oldugu, fakat belirli bir sicakligin altinda tesirini kaybettigi olabilir.

Ikinci sagilim grafigine baktigimizda, iki 6bek goriiyoruz. Bunun manasi agikga su ki belli bir 151k
siddetinin altinda antibiyotik bir tesir gosterirken, o 151k siddetinin iistiinde baska bir tesir gosteriyor.
Her iki 6bekte de 151k siddeti ve tesirlilik arasinda bir ¢cagrisim goriilmiiyor.

Korelasyon ve Dogrusallik

Her ne kadar bir sagilim grafigi bize iki nicel degisken arasindaki iligkinin yoniini ve gticunt gorsel
olarak belirtse bile, pek ¢cok durumda, bir iliskinin spesifik giiciinii gorsel olarak degerlendirebilmek
hayli zordur. Bu sebeple, iki nicel degisken arasindaki bir dogrusal iligkiyi betimlemek igin,
korelasyon Kkatsayis1 (veya kisaca korelasyon) adi verilen bir matematiksel olgii kullaniriz.
Korelasyon, bir rastgele drneklemeyle elde edilen iki degiskene ait verinin aritmetik ortalamalar1 ve
standart sapmalari cinsinden soyle ifade edilir:

L1 Z(xi_f><%'—y>
n—1 Sy Sy
Korelasyon ifadesine dikkatle bakarsan, gorirsin ki aslinda (x;,y;) deger giftlerinin mutekabil
z-puanlarinin carprmlarinin aritmetik ortalamasidir. Ornekten hesaplanan bir korelasyon katsayist (Ki
r ile temsil ederiz) 6rnegin ¢ekildigi popiilasyona ait korelasyon katsayisinin bir kestirimidir.
Populasyona ait korelasyon katsayisini p (Yunan alfabesindeki kii¢iik “rho” harfi) ile temsil ederiz.

Populasyona ait veri igin korelasyonu hesaplarken, s, ve s,, yerine o, ve o, kullanilacagiigin, n — 1
yerine de N kullanmak lazimdir.
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Verilen 6devi yapmak igin dgrencilerin harcadiklart siirelerin aritmetik ortalamasi 4.6 saat ve standart
sapmas1 3.2 saat, yaptiklar1 6devlerden aldiklari puanlarin aritmetik ortalamasi 62.7 ve standart
sapmasi 21.7 dir. Buna gore, 6grencilerin 6dev yapmak icin harcadiklar1 siire ve aldiklart puan
arasindaki iliskinin bir sayisal betimleyicisi olarak korelasyon katsayisini sdyle hesaplariz.

1 [/6—4.6\ /82— 627\ 10— 4.6\ /88 —62.7\ /2 — 4.6\ /56— 62.7
:11—1[( 3.2 )( 21.7 )+( 3.2 )( 21.7 )+< 3.2 )( 21.7 )
4— 46\ (64— 627\ (6—4.6\ (77 —62.7\ (7 — 46\ 92 — 62.7
+( 3.2 )( 21.7 )+( 3.2 )( 21.7 )+( 3.2 )( 21.7 )
0—4.6\ /23— 627\ (1 —4.6\ /41 —62.7\ (8 —4.6\ /80— 62.7
+( 3.2 )( 21.7 )+< 3.2 )( 21.7 )+< 3.2 )( 21.7 )

5— 4.6\ /59 — 62.7\ (3 — 4.6\ (47 — 62.7

+52) (Fam ) (55) o)

1
=10 [0.34 4+ 1.87 + 0.35 4+ 0.24 + 0.94 + 2.951.310.77 — 0.02 + 0.45] = 0.92

r

Mamafih, korelasyon glinimuzde hesap makineleri ve komplter yazilimlari ile kolayca
hesaplanabilmektedir. Burada korelasyonun matematiksel ifadesini, sadece korelasyon fikrini daha
iyi anlayabilmeniz bakimindan inceliyoruz. Yoksa, pratikte her seferinde r yi elde hesaplamak icin
vaktimizi harcamay1z.

Korelasyonun formiiliine bakinca, hangi degiskenin X olarak, hangi degiskenin Y olarak
adlandirilacaginin bir ayrimin1 géremiyoruz. Ayni zamanda, formiil z-puanlaria dayanmaktadir ve
Ol¢tim birimini degistirmek, korelasyonu degistirmeyecektir. Nihayetinde, dislaklarin aritmetik
ortalamalar ve standart sapmalar {izerindeki giicli tesirinden dolayi, korelasyonun da asir1
degerlerden hayli etkilenebilecegini sdylememiz gerekir.

Korelasyonun degeri

Daima, r nin degeri —1 ve +1 arasina diiser. Miikkemmel negatif korelasyon oldugu zaman, r = —1 ve
miikemmel pozitif korelasyon oldugu zaman, r = +1. Eger korelasyon sifir ¢ikarsa, bunun manasi
iki degisken arasinda bir dogrusal iligkinin mevcut olmadigidir, yoksa bir iligkinin mevcut olmadigi
degil. Mamafih, bir dogrusal iliskinin mevcut olmadig1 durumda, iki degisken arasinda pekala giiclii
bir dogrusal-olmayan iliski mevcut olabilir. Korelasyon katsayisi, r’nin 0’a yakin degerleri ¢ok zay1f
bir dogrusal iliskiyi belirtir. Korelasyon katsayisi, r’nin degeri 0’dan uzaklasarak - 1’e veya +1’¢
dogru yaklastik¢a dogrusal iliskinin giicii artar.

Korelasyon nedensellik demek degildir!
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r=+1 r=-1

+levyakinr -l1evakinr 0 ayakinr

Eger iki degisken arasinda nedensel bir iliski mevcut degilse, ya tesadiifen ya da belli bir t¢tinci
goriinmeyen faktorin (misterek yanit degiskeni veya gizli degisken) valigindan dolayr bu iki
degiskenin ¢agrisimli olduklari neticesine varilabilir. Bu ¢agrisima sahte iligki veya sahte korelasyon
ad1 verilir.

En KUguk Kareler Regresyon Dogrusu

Koordinat diizlemine sagilan noktalar boyunca cizilebilecek en iyi uyum dogrusu hangisidir?
Cizilmesi olanakli pek ¢ok dogrudan (yani diiz ¢izgiden) dyle birini se¢meliyiz ki iki degisken
arasindaki iligkinin en iyi betimleyicisi olabilsin. Asagidaki sa¢ilim grafiginde, X ve Y degiskenlerine
ait (x;, y;) deger ¢iftlerinin koordinat diizleminde noktalar halinde sagilimini ve bu noktalar arasindan
gecirilen en iyi uyum dogrusunu goérayorsun.

Y: Puan

0 2 4 6 8 10
X X:Sure (saat)

Degiskenler arasindaki iliskinin yeterince giiclii olup olmadigim1 degerlendirebilmek ve eger
yeterince giiclii bir iligki var ise, bu iligkiyi betimleyen dogrunun hangisi oldugunu bulmak i¢in “en
1yl uyum dogrusu” teriminin ne manaya geldigini bilmemiz gerekir.
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Bir degiskenin varyansini hesaplarken kullandigimiz fikri animsamanizi istiyorum, aritmetik
ortalamadan farklarin karelerini toplamistik. En iyi uyum dogrusu ile, benzer bir fikri kastediyoruz.
Gozlenen degerler ve dogru tarafindan tahmin edilen degerler arasindaki dikey farklarin karelerinin
toplamini en kii¢iik yapan dogruya, en iyi uyum dogrusu diyoruz.

Bir degigkeni temsil eden harfin
b tepesindeki sapka, o degiskenin bir
(x3,3) tahmini manasina gelir.

(x4, 95)

X

Yukaridaki figiirde, X ve Y degiskenlerinin ¢ 6rnekleme Unitesi (n = 3) Uzerinde gozlenen (x;, y;)
deger ciftlerinin diizlemdeki sagilimin1 ve bu noktalar boyunca ¢izilen bir dogru vasitasiyla her x;
gozlenen degeri icin tahmin edilen y; degerini goriiyoruz. En kiigiik yapmak istedigimiz farklarin
kareleri toplamini sdyle yazabiliriz:
1 =91+ 2 = 9207 + (y3 — 93)°

Ornek hacmi genisledikge, yani n blyidiikce, diizleme sagilan noktalarin sayisinin ve kareli farklarin
sayisinin da ayni oranda artacagi asikar. Mantikli, sezgisel ve dogru ki en iyi uyum dogrusu her
halikarda (x,y) noktasindan gegecektir. Yani, X ve Y degiskenlerinin aritmetik ortalamalarinin
diizlemde kesistigi noktadan. O
zaman, belli bir noktadan gecen belli
bir egime (b) sahip bir dogrunun
matematiksel ifadesine dayanarak,

y—y=bkx—x)
veya

y=y+b(x—x)

ve kesim noktasi

a=y—bx
olmak Uzere, X
y=a+ bx

esitliklerini yazabiliriz. Sonki esitlik regresyon dogrusunu ifade etmek i¢in ¢ok daha miistereken
kullanilanidir.

Matematiksel detaylarina girmeden, iki-degiskeli bir 6rnek veri igin, en Kiglk kareler regresyon
dogrusunun egimini, korelasyon katsayis1 (1) ve her iki degiskenin standart sapmalar (s, Ve sy)
cinsinden soyle hesaplariz:

S

b=r2

SX
Yani, X teki her bir standart sapmalik degisime, Y de r standart sapmalik bir degisim karsilik gelir.
Eger Y degiskenine ait z-puanlarinin, X degiskenine ait z-puanlarina karsi garafigini cizersek,
regresyon dogrusunun egimi tam olarak r ye esittir. Bu durumda, dogrusal denklem,
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Zy = TZy

halini alir. Z-puanlarina ait regresyon dogrusu daima orijinden gececegi i¢in kesim noktasi da daima
stfirdir.

Standartlastirilmis veri (yani z-puanlar) ile hesaplandiginda, korelasyon katsayisi () regresyon
dogrusunun egimidir.

Bu en iyi uyum dogrusu, yani, gozlenen degerler ve dogru vasitasiyla tahmin edilen degerler
arasindaki farklarin karelerinin toplamini en kiigiik yapan dogru, en kiiciik kareler regresyon dogrusu
diye veya daha basitce regresyon dogrusu diye adlandirilir. Her iki degiskene ait gbzlem
degerlerinden meydana gelen veri kiimesini bir hesap makinasina veya bir komplitere girdikten sonra
bir istatistiksel yazilim paketi kullanmak suretiyle regresyon dogrusu kolayca hesaplanabilir.

Alstirma 1 Iki-degiskeli bir veri kiimesinde; y = 32 g, o, =12g, x =12 cm, o, = 0.69 cm ve
dogrusal regresyon denklemi y = 14 4+ 15x olarak hesaplanmis. Korelasyon katsayisini bul. (r =
0.86)

Eger bir sa¢ilim grafigi dogrusal-olmayan bir iligskiye isaret ediyor ise, bir dogrunun (yani bir diiz
¢izginin) uyumunu saglamaya ¢abalamamak gerekir.

Uyum lyiligi
Bir regresyon dogrusunun uyum iyiligini 6l¢mek i¢in mitkemmel bir 6l¢ii heniiz yok. Biz burada bu

maksada matuf bir ka¢ kavram iizerinde duracagiz. Oyle ki bunlar belirleme katsayisi, model
kalintilarinin incelenmesi, dislaklarin belirlenmesi ve tesirli noktalar olacak.

Belirleme Katsayisi

Acaba X degiskeninin aldig1 degerlere tekabiil eden Y degiskeninin degerlerini regresyon dogrusu ile
tahmin ettigimiz zaman, Y degerlerindeki degisimi ne kadar azaltmis oluruz? Tahmin edilen y
degerlerinin varyansinin, gézlenen y degerlerinin varyansina oranina belirleme katsayis: denir ve r?
ile gosterilir. Yani, 2, x leri bildigimiz zaman, y lerin varyansmim tahmin edilebilen kismimnim
orantisidir. Bagka bir deyisle, 72 bize, Y deki degisimin X teki degisim tarafindan agiklanan yiizdesini
VErIr.

Korelasyon katsayisi, r, daima —1.0 ve +1.0 arasinda bir kesir olarak verilirken, belirleme katsayisi,
72, daima bir yiizde olarak verilir. Eger bir 72 nin degeri %100 ise, Y deki biitiin degisimin X teki
degisim tarafindan agiklandigi mikemmel bir uyumu gosterir. Belirleme katsayisinin arzulanan
biiyiikliigii uygulama alanina baghidir. Bilimsel deneylerde, cogu zaman %90 ve iizerinde bir 72
hedeflenirken, gézlemsel grenme-calismalarinda %10 ve %20 arasinda bir 72 enformasyonlu olarak
addedilebilir. Nazar-1 dikkatini ¢ekmek isterim ki 0.6 lik bir korelasyon 0.3 liikk bir korelasyonun iki
katryken, bunlara tekabiil eden sirastyla %36 lik 72 %9 luk 72 nin dért katidir.

Misal 2 Bir sigorta sirketi, satis temsilcilerinden 15 i ile bir yoklama yapar. Her potansiyel miisteriye
harcadiklar1 ortalama zaman (dakika) ve bir haftada sattiklari police sayis1 kaydedilir. Miisteri bagina
harcanan zamani X ve satilan polige sayisin1 Y ile temsil etmek suretiyle, veri soyledir:

x; |25 23 30 25 20 33 18 21 22 30 26 26 27 29 20
y; 110 11 14 12 8 18 9 10 10 15 11 15 12 14 11

Bu iki-degiskeli veriyi sagilim grafigine dok ve en iyi uyum dogrusunu bul.

Cevap: Verinin sagilim grafigi iki degisken arasindaki iliski hakkinda bize sezgisel bir gérsel izlenim
verecektir. Veri ciftlerini, {(X, y): (25, 10), (23, 11), (30,14), (25,12), (20, 8), (33, 18), (18, 9), (21,
10), (22, 10), (30, 15), (26, 11), (26, 15), (27, 12), (29, 14), (20, 11), (20, 11)}, duzlemde
isaretledigimiz zaman, su sacilim grafigini elde ederiz:
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a

§-- . -
o e
2

c .

- . e
gm e o

| L |} )
10 2 0 a0
Potansiyel mQgteri bagina harcanan zaman (dakika)

Bu sacilim grafigi, dogrusal oldugu goriinen bir iliskinin mevcudiyetine isaret etmektedir. Yani,
noktalar kabaca bir dogrusal hat boyunca yayilmaktadir. Dahasi, bu dogrusal iliski pozitiftir, yani,
degiskenin biri artarken digeri de artmaktadir (dogru yukari egimlidir).

Bir hesap makinasi veya komputer kullanarak korelasyon r = 0.8836 olarak hesaplanmustir.
Determinasyon katsayis1 72 = 0.78 olarak hesaplanmustir ki satilan police sayisina ait degisimin %78
inin, potansiyel miisteri bagina harcanan zamana ait degisim tarafindan agiklandigini ifade eder.
Regresyon dogrusu,

¥y =-1.73 + 0.5492x
olarak kestirilir. Regresyon dogrusunu soyle de yazabiliriz:
Tahmin edilen satilan police sayis1 = —1.73 + 0.5492(Harcanan zaman)

Hesapladigimiz regresyon dogrusunu, sagilim grafigine ekleyelim.

20
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: 154 . »
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5 104 *e .

I 1 ¥ 1
10 2 30 @9

Potansiyel mQgteri bagina harcanan zaman (dakika)

Boylece, mesela, potansiyel miisteri bagina 24 dakika harcayan bir miisteri temsilcisinin bir haftada,
—1.73 + 0.5492(24) = 11.45

adet polige satacagini tahmin edebiliriz. Ayn1 zamanda suna dikkatini gekmek isterim ki potansiyel
miisteri basina harcanan her bir dakikalik ilave zaman, aritmetik ortalama 0.5492 adet daha fazla
polige satisiyla sonuglanacaktir.

\ Eksenlerin etiketlenmeleri ve daima Olgeklendirilmeleri gerekir.

Misal 3 Asagida sunulan veri kiimesi pazara siiriilen ayni tipteki alt1 deterjan iriinii i¢in yapilan
reklam harcamlarini ve toplam satiglar1 kapsamaktadir:

Reklam harcamasi (1000 TL): | x: | 2.3| 5.7 | 48| 7.3 |59 | 6.2
Toplam satis (1000 TL): ‘y: ‘ 77 ‘ 105 ‘ 96 ‘ 118 ‘ 102‘ 95
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Eger bir Griinin reklam kampanyasi i¢in 5000 TL harcanirsa, toplam satisini tahmin et ve regresyon
dogrusunun egiminin interpretasyonunu yap. Eger reklam i¢in 100000 TL harcanirsa ne olur?

Cevap: Bir hesap makinasi veya komputer kullanarak, regresyon dogrusunun denklemi soyle
hesaplanur,

¥y =59.691 + 7.293x .

Regresyon denklemini daha kolay kavranabilir hale getirmek icgin, x i ve y y1 daha mutenasipce
isimlendirebiliriz. Mesela, sdyle yazilabilir,

Satis = 59.691 + 7.293(Harcama) .
Regresyon dogrusu, eger reklam kampanyasina 5000 TL harcanirsa, toplam satisi,
59.691 + 7.293(5) = 96.156
x 1000 TL, yani, 96156 TL olarak tahmin eder.

Regresyon dogrusunun egimi bize sunu soyluyor ki reklama harcanacak her ilave 1000 TL, pazara
siirlilen tirtiniin satisinda ortalama 7293 TL lik bir artisla sonug¢lanacaktir.

Eger reklama 100000 TL harcanirsa, toplam satis,
59.691 + 7.293(100) = 788.991

x 1000 TL, yani, 788991 TL olarak tahmin edilir. Peki, bu cevaba ne kadar guivenebiliriz? Pek fazla
giivenemeyiz. Ciinki, regresyon dogrusunu, veri degerlerinin gidiminin ¢ok digina diisen bir degeri
tahmin etmek i¢in kullanmaya ¢alisiyoruz. Bu prosediire ekstrapolasyon denir ve kullanilirken ¢ok
dikkat edilmesi gerekir. Ciinkdi, iliskinin ayn1 bi¢gimde, elimizdeki verinin gidiminin disinda da devam
edeceginin bir garantisi yok.

Sunun iyice anlagilmasini saglamak gerekir ki regresyon dogrusunu, verilen bir X degeri igin bir y
degeri tahmin etmek Uzere kullandigimiz zaman, verilen bu x degeri igin, aslinda, aritmetik ortalama
y degerini tahmin ederiz. Verilen bir x degeri igin ¢cok sayida olanakli y degeri vardir ve biz bu olanakli
y degerlerinin aritmetik ortalamasini tahmin etmis oluruz. Boylece, eger reklam kampanyasi igin pek
cok kere 5000 TL harcansaydi, bu harcamalar gesitli toplam satis rakamlariyla sonuglanabilirdi, fakat,
bu satiglarin tahmin edilen aritmetik ortalamasi 96156 TL dir. Bu veriye ait komputer ¢iktis1 sudur:

®
1154
1054 Q
.
—
m
V) g5- &
851 y = 59.6835+7.29501x
751
202.5303.5404.550556.0657.07.5
Reklam

Bir regresyon denklemini yazarken, manali degisken isimleri kullanmak, iliskinin daha kolay
kavranilabilmesi bakimindan yararlidir.

Misal 4 Burger King hamburgerleri {izerinde yapilan bir O6grenme-calismasinda, satilan
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hamburgerlerdeki protein miktarlar1 (gr) ve yag miktarlar1 (gr) 6l¢iildi. Veriye ait istatistikler
sOyledir:

Protein (gr): x = 17.2, s, = 14.0
Yag (gr): y = 23.5, sy = 16.4
Korelasyon: r = 0.83
Bu 6grenme-¢alismasina dayanarak, 31 gr protein iceren bir double hamburgerde ne kadar yag vardir?
Cevap: Bu degiskenlere iligkin regresyon denklemini tesis edelim:
b = rs—y = 0.83E = 0.972
Sy 14.0
a=y—bx =235-00972(17.2) = 6.777
y=6.777 + 0.972x
Regresyon denklemini ¢ok daha anlasilabilir bir formda, sdyle yazalim,
Yag = 6.777 + 0.972(Protein) .
Boylece,
6.777 + 0.972(31) = 36.909 gr.

Bu sorunun cevabina yonelik baska bir yaklagim da sOyle olurdu. Verilen protein miktarina karsilik
gelen z-puant,

31-17.2

14.0

olduguna gore, bu 6grenme-galismasinda rapor edilen aritmetik ortalama protein miktarindan 0.986
standart sapma daha blyk bir degerdir. Korelasyon katsayisi r = 0.83 olduguna gore, tahhmini yag
miktari, aritmetik ortalama yag miktarindan 0.83(0.986) = 0.818 standart sapma daha buytk bir
degerdir. Oyle ise,

= 0.986

23.5+ 0.818(16.4) = 36.915.

Gozlenen x degerlerinin gidimi diginda ekstrapolasyon yapmak hususunda ¢ok dikkatli olmak
gerekir.

Kalint1 Grafikleri

Gozlenen bir deger ve tahmin edilen bir deger arasindaki fark, kalinti olarak adlandirilir. Regresyon
dogrusu, sacilim grafigi {izerine ¢izildigi zaman, bir noktanin kalintis1 o noktadan regresyon
dogrusuna kadar olan dikey mesafedir. Regresyon dogrusu dyle bir dogrudur ki kalintilarin kareleri
toplamini en kii¢lik yapar.

Her bir veri noktasi i¢in kalintiy1 hesaplayabilmelisin.
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X

Misal 5 Misal 3 teki regresyon dogrusundan tahmini degerleri hesaplayip, kalintilar1 elde etmek
lizere, gozlenen degerlerden ¢ikartalim:

x:| 23| 57| 48| 73| 59| 6.2
yi:| 77| 105| 96| 118] 102] 95
9§, 76.5[101.3 | 94.7 [ 112.9 | 102.7 | 104.9
yvi—9:| 05| 37| 13| 51| -07] -99

Kalintilarin toplamina dikkatini ¢ekmek istiyorum,
0.5+37+13+51-0.7-99=0.0.

Asagidaki sagilim grafigi ilizerinde goOzlenen noktalari, regresyon dogrusunu ve ‘“kalintilarin
karelerini” geometrik olarak gorebilirsin. Kalintilarin kareleri toplam1 minimumdur.

151

1031

Satis

351

B5-

20 25 3C 35 40 45 50 55 60 65 7.0 7.5
Reklam

Misal 5 te verilen esitlik genel olarak dogrudur, yani, kalintilarin toplami ve dolayistyla aritmetik
ortalamas: daima sifirdir.

Kalintilar1 matematiksel olarak gdstermek i¢in su notasyon takip edilir:
e =yi—Ji
ve boylece,
n
e; = 0.
i=1

Kalintilarin standart sapmasini da soyle hesaplariz:
o = 2(yi — ¥i)? _ Yef
¢ n—2 n—2"
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Noktalarin regresyon dogrusu etrafinda nasil sagildiklarinin bir 6l¢iisiinii bize s, verir. Mesela, Misal
5 te Misal 3 teki veriye uydurdugumuz dogrusal regresyon modelinin kalintilarin1 hesaplamistik.
Buna gore, kalintilarin standart sapmast

Se

_ \/(0_5)2 + (3.7)2 + (;3_)22‘*‘ (5.1)2 4+ (—9.9)2 — 6.822 .

Kalintilarin standart sapmasinin y degerlerinin standart sapmasindan (ki 14.977) daha kiigiik
olduguna dikkatini g¢ekmek isterim. Demek ki y degerleri regresyon dogrusu {iizerindeki
y-tahminlerine, kendi aritmetik-ortalamalarina nazaran daha yakinlar (elbette dikey farklar
bakimindan). Bu da demektir ki gozlenen y; degerleri igin ; degerleri, y degerlerine nazaran, daha
iyi birer tahmindir.

Kalintilarin grafigini ¢izmekle, degiskenler arasindaki iliski hakkinda daha ileri diizeyde
enformasyon elde edebiliriz. Bilhassa, belli bigimdeki bir kalint1 grafigi, veriye, dogrusal modelden
ziyade bir dogrusal-olmayan modelin daha iyi uyacaginin bir gostergesi olabilir. Kalintilarin normal
(yani can egrisi seklinde) dagilip dagilmadiklarinin yanisira, pozitif ve negatif degerlerin dengesine
ve ayn1 zamanda miitekabil y degerlerine kiyasla kalintilarin biiyiikliiklerine de bakmak gerekir.

Kalintilarin X degerlerine veya y degerlerine karsi grafikleri ¢izilebilir. Ciinkii, ¥ degerleri X
degerlerinin birer dogrusal transformasyonudur. Bu sebeple, garfigin 6lgegi ve egim negatif oldugu
zaman bir sol-sag tersligi disinda, grafikler 6zdestir.

Ayni zamanda, sunu anlamak 6nemli ki bir dogrusal model miitenasip goriinebilir, fakat, diisiik bir
korelasyonla, zayif olabilir. Ve, obiir taraftan, bir dogrusal model en iyi model olmayabilir (kalintt
grafiginin delaletiyle), fakat, yiiksek bir 72 ile, hala ¢ok iyi bir model olabilir.

Misal 6 Belirli bir boyanin kuruma siiresi, bu boyaya katilan belli bir maddenin yiizdesine bagh
olarak degismektedir.

Katki (%): [x:|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Kuruma siresi (saat):‘y:‘4 21 15 1 12 17 25 36 49 6.1

Bir istatistiksel yazilim paketi marifetiyle regresyon dogrusu,
y =1.062 + 0.327x

olarak kestirilmistir. Bu dogrusal regresyonun kalintilari ise asagidaki Gzeredir:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9] 10
y;—¥9:1261|038|-054|-137|-15|-1.32|-0.85|-0.08|0.89 | 1.77

(v;i—9)%1681]014| 029| 1.88|2.25| 1.74| 0.72| 0.01 |[0.79 | 3.13
Asagidaki kalint1 grafiginde bariz bir bi¢im gézlemekteyiz:

34

Kalinti

2=

AAAAAAAAAA
vvvvvvvv

; * Katki (%)

Bu bi¢im isaret ediyor ki dogrusal-olmayan bir model dogrusal bir modelden daha iyi bir uyum
gosterecektir. Orijinal verinin sagilim grafigi, durumu acikca gostermektedir:
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Dislaklar

Bir sagilim grafigine baktigimiz zaman, diglaklar1 genel bi¢cimin disina diisen noktalar olarak teshis
ederiz. Yani, eger bir noktanin kalintis1 kalintilar kiimesinde bir dislak ise, o noktanin kendisi de bir
dislaktir.

Misal 7 Bir grup tniversite Ogrencisinin haftalik tv izleme siirelerine (Saat) karsilik, not
ortalamalarinin ¢izilen sagilim grafigi soyledir:

404 *

3.0 4+ . :

Not ortalamasi

1.0 + %

)

1'0 20 30

Haftalik tv izleme suresi (saat)
Sa¢ilim grafigine baktigimizda, goriiyoruz ki iki diglak mevcut: biri, haftalik tv izleme siiresi 5 saat
olan ama not ortalamasi 1.5 olan bir 6grenci, digeri ise, haftalik tv izleme siiresi 25 saat olan ama not
ortalamasi1 3.0 olan bir 6grenci. Yine, goriiyoruz ki haftalik tv izleme siiresi 30 saat olan §grenci
televizyon izleme suresi degiskeni igin ve not ortalamasi 0.5 olan 6grenci de not ortalamalar
degiskeni icin birer dislak olarak addedilebilecekleri halde, (30, 0.5) noktas1 regresyon baglaminda
bir dislak olarak addedilmez, ¢iinkii dogrusal bi¢imin disina diismemektedir.

Tesirli Noktalar

Veri kiimesinden atilmalar1 halinde, regresyon dogrusunu barizce degistirebilecek noktalara tesirli
g0zlem denir. Bazen, bu tanim, asir1 X degerlerine sahip noktalara kisitlanir. Bir tesirli puan kiigiik bir
kalintiya sahip olabilir, ancak, hala regresyon dogrusu iizerinde kendisinden daha biiyiik olan fakat
ortalama buyuklikte x degerlerine sahip kalintilardan daha fazla etkisi olabilir.

Misal 8 Asagida alt1 noktas1 olan sagilim garfigini ve regresyon dogrusunu miilahaza edelim:
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Simdi A noktasin1 Ve B noktasini ayr1 ayr1 veri klimesinden atalim ve sag¢ilim garfiklerini ve koyu
birer cizgiyle regresyon dogrularimi yeniden ¢izelim:

*B

Goriiyoruz ki A noktasiin atilmasindan regresyon dogrusu oldukga etkilendi fakat B noktasinin
atilmasindan Gyle fazla etkilenmedi.

Dogrusalhigin Saglanmasi: Transformasyonlar

Cogu zaman, bir dogrusal bi¢im, iki degisken arasindaki iligkiyi betimlemenin en 1yi yolu degildir.
Bu problem, sag¢ilim grafigi belirgin bir egrisel bi¢cim gosterdiginde, acikca farkedilir. Veya, kalintilar
rastgeleligin disinda bir belirgin bi¢im gosterdiklerinde bu problem farkedilir. Hal bdyle olunca,
dogrusal-olmayan model, degiskenlerden birini veya her ikisini birden transformasyona ugratmak
suretiyle agiga ¢ikarildiktan sonra dogrusal bir iliski bicimiyle kaydedilir. Faydali transformasyonlar
arasinda log y, log x, logy ve log x, \/; veya 1/y transformasyonlarini sayabiliriz. Esasinda, veriyi
transformasyona ugratmak suretiyle yeni degiskenler tiiretmis oluruz.

Misal 9 Asagidaki yillar1 ve miitekabil niifuslari miitalaa edelim:

Yil: | x: [ 1950 1960 1970 1980 1990
Niifus (1000 kisi):‘y:‘ 50 67 91 122 165

Verinin sagilim grafigi ve kalint1 garafigi gosteriyor ki dogrusal-olmayan bir iliski daha giiglii bir
model olabilir.

-
-
150 ==
Ky i
-
8
O 100 =+ c‘t-:
™ . ==
b + A s 4 A I 1SN
S = t t i t t
5 o & | ws0 190 1970 1980 1990 |
z
50 == . .
L
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T U T T
1950 1960 1970 1980 1990

Yil
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Degerlerin logaritmalarin1 almak suretiyle, Y degiskenini log Y degiskenine transforme edersek,
X ‘ 1950 1960 1970 1980 1990

logy; | 1.70 183 196 209 222
Simdi, sacilim grafigi ve kalint1 grafigi daha gii¢lii bir dogrusal iliskiyi gosteririyor.
25+
3 2.0 - .
@ : L :
S * = t t t t t
. = | 1950 1960 1970 1980 1990 Y
x -
154

1950 1960 1970 1980 1990
Yil

Transformasyona ugrattigimiz verinin regresyon denklemi:
logy = —23.65 + 0.013x
veya
log niifus = —23.65 + 0.013(y1l)
Boylece, mesela, 2000 y1l1 i¢in tahmin edilen niifusu s6yle hesaplariz,
log niifus = —23.65 + 0.013(2000) = 2.35

ve
Niifus = 10235 = 223.87 bin veya 223870.

Ote taraftan, logy = —23.65 + 0.013x “dogrusal” denklemi, y = 10723:65+0013% gJarak yeniden
ifade edilebilir.

Istatistiksel Yazilim Paketi Ciktisinin interpretasyonu

Istatistiksel yazilim paketlerinin verdigi ¢iktinin interpretasyonunu yapabilme yetenegi, sadece bu
dersin sinavlarin1 gecebilmek i¢in degil, ayn1 zamanda, is ve bilim diinyasina ait istatistiksel raporlari
anlamak icin de O6nemlidir. Ancak, sunu iiziilerek belirtmek durumundayim ki kendi dilimizde
yazilmig ve mistereken kullandigimiz bir istatistiksel yazilim paketi henliz mevcut degil. Bu yiizden,
karsilasacaginiz komputer ¢iktilarinin (ve pek tabii ki bu ¢iktiyr veren yazilim paketlerinin) dili
cogunlukla ingilizcedir.

Misal 10 Yeni model bir otomobilin suratine (mil/saat) kars1 galon basina katettigi mesafeye (mil) en
kiiclik kareler regresyon dogrusu uydurulmustur. Kalintilarin grafigi ve regresyon analizine ait
komputer ¢iktisinin bir kismi asagidadir (“MPG”: “miles per gallon” : galon basina katedilen mesafe
ve “speed”: siirat):
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Regression Analysis: MPG Versus Speed

Reslduals Versus Speed
(response is MPG)
10
-
L]
- -
=
. [ N ————
S .
LJ
| .
=10 T T T T = B T T T
10 20 30 40 50 60 70 80
Spacd
The regression equation is
MPG = 38.9 - (.218 Speed
Predictor Coef SE Coef T P
Constant 38.929 5.651 6.89 0.000
Speed -0.2179 0.1119 -1.95 0.099

S = 7.252 R-Sq = 38.7% R-8Sq{adj) = 28.5%

Analysis of Variance

Source DF sS MS F P
Regression : 1 199,34 199,34 3.79 0.099
"Residual Error 6 315.54 52.59

Total 7 514.88

a. Regresyon dogrusunun egiminin bu baglamda interpretasyonunu yap.
Cevap: Regresyon dogrusunun egimi —0.2179 ve siratteki (speed) her bir mil/saat lik artig
icin galon bagina katedilen mesafenin (MPG) ortalamada 0.2179 mil/galon azaldigimi
belirtiyor.
b. Otuz mil/saat lik stratte aritmetik ortalama tahmin edilen galon basmna katedilen mesafe
(mil/galon) nedir?
Cevap: Saatte 30 millik suratte, aritmetik ortalama tahmin edilen galon basina katedilen
mesafe,
38.929 — 0.2179(30)
ya da yaklasik 32.4 mildir.
c. Saatte 30 millik siiratte galon basina katedilen fiili mesafe neydi?
Cevap: Saatte 30 millik siirat i¢in kalint1 yaklasik +3.5 tur ve
kalint1 = gézlem — tahmin
olduguna gore, gbzlenen galon basina katedilen mesafeyi
324+ 3.5
ya da yaklasik 36 mil olarak kestiririz.
d. Diiz ¢izgi (yani dogru) en miitenasip model midir? Agikla.
Cevap: Kalintilarin gosterdigi hayli belirgin egri bi¢cim sdyliiyor ki bir dogrusal-olmayan
model daha miitenasip olabilirdi.
e. “S=7.252" ne manaya gelir?
Cevap: Kalintilarin standart sapmasi, s, = 7.252, kalintilar i¢in tipik bir degerdir (yani
kalintilarin isaretsiz aritmetik ortalamasi) ve noktalarin (yani gozlem degerlerinin) regresyon
dogrusu etrafinda nasil yayildiginin bir dlgiisiinii verir.

Misal 11 Bir mahalli minikler beyzbol liginde 19955 — 2003 yillar1 boyunca oynayan gocuklarin
sayllarina en kiigiik kareler regresyon dogrusu uydurulmustur. Kalintilarin grafigi ile beraber
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regresyon analizinin kompdter ¢iktisinin bir kismi séyledir:

Regression Analysis: Number of Players Versus Years Since 1995

Residuals Versus Years
(response is Players)
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Years
Predictor Coef SE Coef T P
Constant 123.800 1.798 63.84 0.000
Years 12.6333 0.3778 33.44 0.000
8 = 2,926 R-Sq = 99.4% R-Sql(adj) = 99.3%
Analysis of Variance
Source DF SS MS F P
Regression 1 9576.1 9576.1 1118.45 ¢.000
Residual Error 7 59.9 8.6
Total B 9636.0

Diiz ¢izginin (yani dogrunun) veri igin mutenasip bir model oldugu goriilityor mu? Agikla.
Cevap: Evet. R-kare biiyiik bir degere, %99.4, sahip ve kalintilarin grafigi herhangi bir bi¢im
sergilemiyor.
. Regresyon dogrusunun, bu baglamdaki denklemi nedir?
Cevap:
Oyuncu sayis1 = 123.8 + 12.6(1995 ten sonraki yillar)
Regresyon dogrusunun egiminin bu problem baglaminda interpretasyonunu yap.
Cevap: Regresyon dogrusunun egimi 12.6 ve 1995 ten sonra gegen her bir y1lda oyuncularin
sayisinin ortalama 12 veya 13 gocuk arttigini belirtiyor.
. Regresyon dogrusunun y-kesiminin bu problem baglaminda interpretasyonunu yap.
Cevap: Y-kesiminin degeri 123.8 ki 1995 teki oyuncu sayisina ait tahmindir. Boylece, bu
mahalli minikler ligindeki oyuncularin sayisinin 1995 te 124 gocuk civarinda oldugunu
sOyleyebiliriz.
Bin dokuz yiiz doksan yedi y1l1 i¢in tahmin edilen oyuncu say1si nedir?
Cevap: 1997 icin, x = 2 olduguna gore, tahmin edilen oyuncu sayisi,
123.8 + 12.6(2) = 149.
Bin dokuz yiiz doksan yedi yilinda gbzlenen oyuncu sayisi neydi?
Cevap: Kalintilarin grafiginde 1997 yilina (x = 2) ait kalint1 +5 tir. Buna gore,
gozlenen — tahmin edilen = 5
olmas1 gerekeceginden dolayi, 1997 yilindaki oyuncularin sayisi,
5+ 149 = 154
olmalidir.
Hangi yillarda, eger mevcutsa, oyuncularin sayilar1 bir 6nceki yila gore azalmistir?
Cevap: Eger herhangi bir yila ait kalintinin degeri bir sonraki yila ait kalintinin degerinden
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12.6 ¢ocuk daha biiyiik olursa o yildaki oyuncu sayisi azalmis olacaktir. Boyle bir sey bu
halde mevcut degil. Boylece, minikler ligindeki oyuncularin sayisi hi¢ bir zaman azalmiyor.

Bir hesap makinesi kullanarak, bir regresyon dogrusunu sadece bulmak yetmez; buldugun dogruyu
anlaman gerekir (mesela, verinin ait oldugu degiskenler baglaminda, dogrunun egiminin ve kesiminin
interpretasyonunu yapabilmelisin).
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Zaman Serileri

Mesela hisse senedi fiyatlari, gayrimenkul fiyatlar1 veya doviz kurlar1 gibi baz1 degiskenlerin zamana
gore degisimini betimleyen grafikleri gormiissiindiir. Basitge tanimlarsak, zaman serisi bir
degiskenin degerinin zaman boyunca kaydedilmesidir ve ¢ogunlukla esit zaman araliklarinda olg¢iiliir.
Bilhassa ekonomik indikatérlerin pek cogu periyodik dlgiilen zaman serileridir. Olgiim periyodu yil,
ay, giin, saat, dakika ve hatta saniye olabilir. Bir zaman serisi analizinde aragtirmacinin ilgisi daha
ziyade Olgiilen degiskenin gelecekte alacagi degeri tahmin etmeye odaklidir.

Zaman boyunca sunulan veriyi anlamak i¢in, bir zaman serisinin ¢ikislarina ve inislerine katkida
bulunan ¢esitli bilesenlerin nasil miilahaza edilecegini bilmek 6nemlidir. Aksi halde, gegici donemsel
bir ¢ikis1 devamli artan bir trend zannedebilirsin ve hi¢ te akillica olmayan bir ekonomik karar
verebilirsin.

Zaman Serisi Grafigi

Asagida gordiigiin bir zaman serisi grafigidir. Veri biiyiik bir kot pantolonu markasinin Ocak 1980
den Aralik 1984 e kadarki 5-y1llik bir periyotta Avrupa’da yaptigi aylik satislari temsil ediyor.
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Veri noktalariin bir ¢izgiyle biribirine baglandigini goriiyorsun. Boyle yaparak, zaman boyunca
gerceklesen ¢ikislart ve inisleri daha kolay takip edebiliyoruz. Veri 1000 adet satis cinsinden
Olclilmiis. Birinci ay Ocak 1980 ve 60 inc1 ay Aralik 1984.

Zaman Serisinin Bilesenleri

Pek ¢ok zaman serisi su dort temel bilesene sahiptir: uzun-vadeli trend, sezonsal bilesenler, dlizensiz
dénemler ve rastgele oynamalar.

Uzun-vadeli Trend

Bir zaman serisinin 6l¢tiigii degiskenin ¢ikislari ve inisleri zaman boyunca bir kararlilik gosteriyorsa,
bu kararliga trend adi verilir. Grafigine bakmak suretiyle, bir zaman serisinin trendini anlayabiliriz.
Mesela yukaridaki grafikte sunulan kot pantolonu satislarinin artan bir trendi oldugunu agik¢a
gorebilmis olmalisin.
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Eger uzun-vadeli trend dogrusal ise, bir regresyon dogrusu hesaplamak suretiyle, bu trendi
kestirebiliriz. Bu halde, zaman periyodu regresyon denklemimizde aciklayic1 degisken ve zaman
serisi degiskeni de yanit degiskeni olacaktir. Daha sonra, seride daha bagka hangi ilging hususiyetlerin
mevcut oldugunu gorebilmek icin, trendi seriden giderebiliriz. Bunu yaptigimizda, elde edecegimiz
sonu¢ trendsizlestirilmis zaman serisi olacaktir.

Kot pantolonu satiglar1 verisine ait regresyon dogrusu sudur:
satis = 1880 + 6.22(ay)

Dikkatini ¢ekmek isterim ki 1 inci ay Ocak 1980 ve 60 inc1 ay Aralik 1984 tiir. Regresyon dogrusu
bize gosteriyor ki satislarin aylik ortalama 6.22 lik artan bir trendi var. Olgii birimi 1000 adet oldugu
icin, aylik gergek artis ortalama 6.22(1000) = 6220 adettir.

Trendsizlestirilmis zaman serisinin grafigi ise sudur:

1000 §-

Trendden arindirimis satis

Aylar

Bu grafigi ilk grafikle karsilagtiralim. Bu grafikte geriye kalan oynaklik ilk grafiktekiyle benzer bir
karaktere sahip. Fakat, ilk grafikte yukar1 giden trend burada artik yok.

Bir trend ihtiva eden bir zaman serisi duragan degildir. Belirli bir trend modellenip, zaman serisinden
giderildikten sonra, o veri kiimesinin trend-duragan oldugu soéylenir. Belirsiz trendler serinin
farklarini almak suretiyle giderilebilir, bu halde, o veri kiimesinin fark-duragan oldugu séylenir

Alstirma 2 Zaman serilerinde trendsizlestirmenin basit veya daha karmasik cesitli teknikleri
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mevcuttur. Bu tekniklerin neler oldugunu baska kaynaklardan kisaca 6grenmeye-galisabilirsin. Kot
pantolonu satiglar1 verisi i¢in hangi trendsizlestirme teknigi kullanilmis olabilir?

Sezonsal Bilesenler

Ekonomik veriye ait veya insanlarin davraniglari ile alakali pek gok zaman serisi sezonsal bilesenlere
sahiptir. Bagka bir deyisle, bu zaman serileri mesela her yil belli aylarda veya sezonlarda yiiksek,
digerlerinde diisiiktiir. Mesela konut satislar1 daha sicak aylarda ¢ok daha yiiksektir. Mesela igsizlik
orani Ocakta yiikselme egilimindedir ¢iinkii disar1 igleri en azdir.

Ekonomik indikatérlerin pek ¢ogu sezonsal oynamalara tabidir. Zaman serileri, yine, sezonsal olarak
diizeltilmis olarak enformasyon kullanicilarina sunulur. Ekonomistlerin, zaman serilerini sezonsal
olarak dlzeltmek icin istihdam ettikleri sofistike teknikler vardir. Bunlara bu dersin kapsaminda
deginmiyoruz.

Kot pantolonu satiglarina ait zaman serisine yeniden donersek, hem orijinal seride hem de
trendsizlestirilmis seride bir sezonsal bilesenin varligin1 gorebiliriz. Her yilin Haziran ve Temmuz
aylarinda satislarin pik yaptig1 ve Ekim ayinda dip yaptig1 asikar. Eger enformasyon kullanicist bir
zaman serisine dahil olan sezonsal enformasyona sahip degilse, yalnizca genel trende matuf
tahminlerinde biiyiik yanilabilir.

Duzensiz Dénemler ve Rastgele Oynamalar

Cogu durumda bir zaman serisinin geriye kalan bu iki bileseni arasinda ayrim yapmak kolay degildir.
Bilhassa donemler diizenli degilse. Duzensiz (fakat dizgun) doénemler genellikle ekonomik
sistemlerin takip ettigi bir egilimdir ve rastgele oynamalar agiklanabilir degildir. Miiteakip grafik
1950 den 1982 ye kadar her Ocak ayindaki sezonsal olarak diizeltilmis ABD issizlik oranlarini
gosteriyor.
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Bir kag yil boyunca ¢ikan ve inen igsizlik oranlarindan meydana gelen belgili diizensiz donemlere
dikkatini cekmek isterim. Bunlarin bazilar1 belki bazi sosyal ve politik faktorler tarafindan en azindan
kismen acgiklanabilir. Mesela, ABD’nin dahil oldugu Vietnam Savasi 1960 larin ortasindan 1970 lerin
basina kadar devam etmisti. Zorunlu askerligin sona ermesiyle beraber pek c¢ok genc¢ adam is
piyasasina dahil olmustu. Zaman serisi grafiginde Vietnam savags1 yillarini kapsayan bir inis donemini
gorebiliyoruz.

Bir zaman serisindeki rastgele oynamalar diger ii¢ bilesen ¢ikarildiginda geriye kalan sey olarak

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 21/23



iliskileri Betimleme: iki Nicel Degisken

tanimlanir. Tiim 6l¢iimlerde mevcut olan dogal degiskenligin bir parcasidir. Kot pantolonu satiglarina
ait zaman serisinde yaptigimiz iizere, uzun-vadeli trendi, sezonsal bilesenleri ve diizglin diizensiz
donemleri hesaba katmis olsak dahi, aylik kot pantolonu satislarini hala miikemmelce
aciklayabilmeyiz. Geriye kalan, aciklanabilmez bilesenler rastgele oynamalar olarak adlandirilir.

Ekonomik zaman serilerinin bazilar1 enflasyona veya sezonsal bilesenlere gore diizeltilmeden
yayimlanir. Bu sebeple, bir ekonomik indikatdre ait bir raporu okurken, zaman serisinin enflasyona
ve/veya sezonsal bilesenlere gore diizeltilip diizeltilmedigini kontrol etmelisin.

Zaman serileri yalnizca ekonomik indikatorlere mahsus degildir, elbette. Baska bilim alanlarinda da
pek ¢ok degiskene ait zaman serileri kullanilir. Mesela, okyanus dalgalarinin boyu, giines lekelerinin
sayis1, beynin elekriksel aktivitesi, yagis miktari, abone sayisi, nabiz sayisi, sicaklik, elektrik tiiketimi
ve benzeri degiskenler zaman serileriyle 6l¢iiliir ve analiz edilir.

Bir zaman serisi verisini okurken, su sorulari sormahisin:
1. Zaman periyotlar1 esit aralikli m1?
Ekonomik zaman serisi enflasyona gore diizeltilmis mi?
Degerler sezonsal olarak diizeltilmis mi?
Tipik uzun-vadeli davranis1 temsil edecek kadar, seri yeterli bir zaman dilimini kapsiyor mu?
Yukari-yonde veya asagi-yonde bir trend var mi?
Giderilmeyen bagka sezonsal bilesenler var m1?
7. Diizgilin donemler var m1?
Bu sorulara verecegin cavaplara istinaden, rapor edilmis olan veriye ait bir diizeltme hesaplamak veya
en azindan bir yaklagimda bulunmak ihtiyacini duyabilirsin.

ook wm
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Mini Proje 06

MP 01 de topladigin veri kiimesinde yer alan iki nicel degisken arasindaki iliskiyi betimle. Sonuglarin
interpretasyonunu yap.
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Giris

Gergek dlinyada, zaman ve maliyet kisitlari, cogu durumda tiim popiilasyonu analiz etmeyi olanaksiz
hale getirir. Tiirkiye Istatistik Kurumu aylik issizlik oranm ilan etmeden dnce sana veya ailene
soruyor mu? Televizyon yapimcisi, bir pilot programin devam edip etmeyecegine karar vermeden
once, her hanenin seyir tercihine bakiyor mu? Bir ilag sirketi, yeni gelistirdigi bir kalp ilacini piyasaya
siirmeden 6nce, tiim hastalar iizerinde deniyor mu? Istatistik bilimini 6grenme-calismamizda, bir
ornegi ele alarak, popiilasyonun karakteristiklerini nasil kestirecegimizi Ogreniyoruz. Mesela,
ilerleyen bolumlerde, 6rneklerin aritmetik ortalamalarina ve orantilarina bakarak popiilasyonlarin
aritmetik ortalamalarini ve orantilarini nasil kestirecegimizi gérecegiz. Veya regresyon dogrusunun
parametrelerini.

Daha genis bir popiilasyona dair neticelere varmak igin, ¢ektigimiz drnegin popiilasyonu hakkiyla
temsil ettiginden emin olmamiz gerekir. Veriyi, kKompiter programlari yardimiyla analiz etmek, ¢ogu
zaman, veriyi toplamaktan daha kolaydir. Fakat unutmamaliy1z ki “¢Op girerse ¢Op ¢ikar.” Eger veri
iyi toplanmamissa, hi¢ bir ise yaramaz. Ne yazik ki gazetelerden, radyolardan, televizyon
kanallarindan ve internet sitelerinden her giin iizerimize yagdirilan istatistiklerin pek ¢ogu yetersiz
dizayn edilmis veri toplama prosediirlerine dayanmaktadir.

Niifus Sayimi

Popilasyona ait tim bireyleri gdzlemeye niifus sayimi denir. Bilinen manasiyla, populasyonun her
liyesiyle resmen temas kurulmasmi ve yas, medeni durum, irk, cinsiyet, meslek, gelir, 6grenim
durumu gibi degiskenlere ait verinin toplanmasini1 kapsar. Tiirkiye Istatistik Kurumu (TUIK) iilkede
yasayan herkese ait enformasyonu belli periyotlarda elde etmeye calisir. Tiirkiye Cumbhuriyeti
devletinin tiim gayretiyle, muazzam bir veri yi1ginina ulasilmasina ragmen yine de niifus sayimi hig
bir zaman tam degildir. Mesela, evsizlerin ¢cogu 1skalanir ya da gegici olarak kaldiklar1 ayr1 ayri
yerlerde sayilabilirler ve her zaman sorular1 yanitlamayan bir takim aileler geride kalir. Amerika
Birlesik Devletleri’nde 2000 yilinda yapilan niifus sayiminda 3.3 milyon kisinin 1skalandigi tahmin
edilmektedir ki bu toplam populasyonun %1.2’sidir.

Ister 6zel sektdrde isterse devlet sektoriinde olsun, pek cok dgrenme-calismasinda, tiim popiilasyonun
gozlenmesi akil disidir. Ciinkii, zaman ve maliyet daima bas rolii oynar. Dahasi, tiim veriyi elde etme
cabasinin iistiinkoriiliige yol acacagi da bilinir. Nihayetinde, ve en 6nemlisi, 1y1 dizayn edilmis ve 1yi
yiriitiilmils bir ornek yoklamasi, poplilasyonun tiimiiyle gozlendigi yetersiz dizayn edilmis bir
ogrenme-caligmasindan ¢ok daha tstiindiir. Mesela, kotii ifade edilmis bir soru, populasyondaki
herkes tarafindan yanitlansa bile elde edilen veri manasizdir.

Ornek Yoklamasi

Niifus sayimi, herkesi sayma cabasidir; ve bir 6rnek degildir. Bir 6rnek yoklamasi, bir parcasini
ornek olarak ele almak yoluyla popiilasyonun tiimii hakkinda enformasyon saglamay1 hedefler.
Amag, bir popiilasyonun dogal durumunu bozmaksizin veya degistirmeksizin o popiilasyon hakkinda
enformasyon kazanmaktir. Ornekleme ile veri toplamak igin cok ¢esitli prosediirler kullanilir ve kitle
medya araglarinin bize ulastirdigi istatististiksel enformasyonun cogu Ornek yoklamalarinin
mahsulidir. Cogu zaman, drnek yoklamalarinin ortaya koydugu iliskileri tanitlamak igin sonrasinda
kontrollii deneylere girisilir.

Mamafih, bir 6rnegi aninda gecersizlestirecek ve yararli enformasyon elde etmeyi olanaksiz kilacak
seylerden biri yanliliktir. Eger ciddi bir sekilde popiilasyonu temsil kabiliyetinden yoksun ise, bir
ornek yanlidir. Yanlihigr izale etmenin baslica teknigi, g6zlem Unitelerinin seciminde rastgelelige
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uymaktir. Rastgelelestirme, hem bilinen hem de bilinmeyen etkilerden ve tesirlerden bizi korur.
Nihayetinde, 6rnek hacmi ne kadar biiyiirse, sonuglar o kadar giizel olur, fakat 6nemli olan 6rnegin
hacmidir, populasyona orani degildir. Yani, hacmi 100 milyon birey olan bir poptlasyondan cekilen
500 birey hacmindeki bir rastgele 6rnek, hacmi 100 bin birey olan bir populasyondan ¢ekilen 500
birey hacmindeki bir rastgele érnek kadar iyi temsil kabiliyetine sahip olabilir.

Degiskenlik 6rnek hacmi ile kontrol edilirken, yanlilik rastgelelestirme ile kontrol edilir.

Deney

Kontrol-altina-alinmig bir 6grenme-galismasinda, ki deney olarak adlandirilir, arastirmaci gdzlem
Unitelerini (insan, hayvan, nesne, durum, vb.) miitenasip gruplara rastgele atamak zorundadir.
Gruplardan en az birine bir uygulama yapilir ve yanitlar gozlenir. Mesela, iginde aspirin veya
asetaminofen olan isaretsiz kapsiiller hastalara rastgele verilebilir ve bu tedavinin etkileri 6lctlir.
Deneylerin pek ¢ogunda bir muamele grubu ve bir kontrol grubu vardir ve ideal kosullarda ne
denekler ne de arastirmaci hangi grubun hangisi oldugunu bilir. Bu ¢ifte-kdr yaklagimin en klasik
misali, 1950°de Amerika birlesik Devletleri’'nde yapilan ¢ocuk felci asist deneyidir. Cocuklarin
rastgele secilen yarisina as1 yapilirken diger yarisina plasebo yapildi. Hem uygulayici doktorlar hem
de ¢ocuklar hangi cogugun as1 hangi cocugun plasebo aldigindan habersizdi. Neden-ve-etki iligkileri
ancak kontrol-altina-alinmis deneylerle belirlenebilir.

Bir 6grenme-galismasi, yanit1 gozlemek igin, insanlara, hayvanlara, bitkilere veya nesnelere kasten
herhangi bir muamele uyguladigimiz zaman bir deneydir.

Iyi deney dizaynmin arkasindaki onemli prensipler kontrol (kimin hangi muameleye tabi
tutuldugunun disinda, tim gruplar igin kosullar miimkiin oldugunca benzer olmalidir), bloklama
(belli farkliliklar1 dogrudan hesaba katmak i¢in, denekler kendi iginde benzerlik gosteren gruplara
ayrilabilir), rastgelelestirme (kimin hangi muameleye tabi tutulacag: rastgelelestirilerek, bilinmeyen
ve kontrol altina alinamayan farkliliklarin iistesinden gelinir), tekrarlama (muamelelerin yeterli
sayida deney Unitesi ile tekrarlanmasi gerekir) ve genellestirilebilirliktir (bir deneyin gesitli kereler
yinelenme, yani yeniden kurulabilme ve ayn1 sonuglar1 verebilme kabiliyeti).

Gozlemsel Ogrenme-calismasi

Ornek yoklamalar1 gozlemsel &grenme-calismalarina bir misaldir. Gozlemsel —dgrenme-
caligmalarinda, gozlem {initelerinin (yani deneklerin) muamele ve kontrol gruplarina rastgele atamasi
yapilmamistir. Mesela bir arastirmacinin 90 kisiye giinde iki paket sigara igmelerini ve diger 90 kisiye
gunde bir paket sigara igmelerini soylemesi etik olabilmez. Bunun yerine, yapabilecegi sadece
kendiliginden bu miktarlarda sigara igen kisileri gozlemektir. Gozlemsel 6grenme-calismalarinda
bilimsel arastirmaci dikkate alinan yanita hangi degiskenlerin etki ettigini belirlemeye elbette
kendince bir caba gosterebilir. Fakat, sonuclar iliskileri ortaya koyuyor olsa bile, neden-ve-etki
neticesine varmak hayli zordur.

Gozlemsel 6grenme-calismalar1 baslica ve 6nemli veri kaynaklar1 olmalarina ragmen, aciklayici
degikende meydana gelen degisimin yanit degiskeni iizerindeki etkisini Ol¢menin zayif bir
motodudur. Agiklayict degiskende meydana gelen degisime gozlem {initelerinin verdigi yanitlar
degerlendirmek istiyorsak, bu degisimi kendimiz yaratmaliyiz. Yani bir deney icra etmek zorundayiz.
Bu minvalde, bir degiskenin baska bir degisken tizerindeki etkisini inceleyen gézlemsel 6grenme-
calismalar1 ¢ogu zaman basarisiz olur. Clinkii agiklayici degiskenlerin etkileri bagska degiskenlerle
karismaktadir.

Vaka (")grenme—g:allsmam

Bir vaka 0grenme-galismasi bir bireyin veya az sayidaki bireyin derinlemesine incelenmesidir.
Aragtirmaci ele aldig1 bireyi ve ilgilendigi mevzu hakkinda bilgisi olan bagkalarin1 gozler ve onlarla
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goriisme yapar. Mesela, {inlenmis bir sifact medyumu 6grenmeye-¢alismak icin, bir aragtirmaci onu
is baginda gozleyebilir, onunla sifa teknikleri hakkinda goriisebilir ve sifacinin muamelesine maruz
kalan miisterileri ile goriisebilir. Bu dersin miifredatina vaka 6grenme-¢alismalarini dahil etmiyoruz,
¢linkii vaka Ogrenme-calismalar1 yalnizca betimseldir ve ¢ikarimsal istatistiksel metotlar
gerektirmezler. Sunu unutma ki bir vaka O6grenme-calismasinin bulgularini {izerinde 6grenme-
calismasi yapilandan baska kisi veya durumlara genellestirebilecegini diisiinmemelisin. Uygulamada,
nadir ve temsilci-olmayan durumlar1 hassasiyetle sorusturmak i¢in vaka Ogrenme-calismalari
kullanilabilir.
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Yoklamalarin Planlamasi ve Yiiriutilmesi

Cogu veri toplama faaliyeti, kontrollii deneylerden ziyade, gozlemsel 6grenme-galismalarini ihtiva
eder. Dahasi, ¢ogu veri toplama faaliyeti bir maksada matuf olsa da pek ¢ok 6grenme-calismasi veri
toplandiktan ve incelendikten sonra akla gelir. Veri toplamanin yararli olabilmesi i¢in, elde edilecek
ornegin mutlaka ilgilenilen popiilasyonun bir temsilcisi olmas1 gerekir. Ornek yoklamalarinda en ¢ok
kullanilan veri toplama enstriimani anketlerdir. Bir anket, alternatif cevaplari ile beraber basilmis
veya yazilmig sorulardir. Bu sorular anket¢i tarafindan yanitlayicilara sorulur ve yanitlar kaydedilir.
Kagit veya dijital formu yanitlayicilarin doldurmalar1 da istenebilir. Belirli bir aragtirmaya mahsus
olarak, o arastirmanin mahiyetine istinaden, bir anket, kapali-uglu sorularin yaninda agik-u¢lu sorulari
da barindirabilir.

‘ Anket bir veri toplama enstriimanidir. Oysa, yoklama bir veri toplama ve analiz etme metodudur.

Basit Rastgele Ornekleme

Iyi, yani temsilci bir drnek nasil segilebilir? En isabetli teknik popiilasyonun her bir iiyesinin adini
bir kagida yazmak, kagitlar bir kutu igerisinde karistirmak ve belirli sayida kagidi bakmadan kutudan
cekmektir. Bu metot popiilasyondaki herkese 6rnegin bir parcasi olarak esit secilme sansi1 verecektir.
Ne yazik ki bu metot genellikle cok zaman alir ve maliyeti yiiksektir. Bunlarin yanisira, eger yeterince
karistirilmadan ¢ekim yapilirsa, yanlilik bas gosterebilmektedir.

Basit rastgele drnek 6yle bir 6rnektir ki ayn1 hacimdeki her olanakli 6rnek ile esit segilme sansina
sahiptir. Bir basit rastgele érnek cekmenin en kolay yolu popilasyondaki her bireye bir numara
vermek ve bir rastgele sayilar tablosu kullanmak suretiyle ya da bir komputerde rastgele sayilar
uretmek suretiyle secilenleri belirlemektir.

Basit rastgele ornekleme, bir ornekleme cercevesi gerektirir. Ornekleme cercevesi, drnegin fiilen
icinden c¢ekilecegi Ornekleme {iinitelerinin bir listesidir. Cergevenin hedef popiilasyonu kapsiyor
olmasi (yani, popiilasyondaki her hangi bazi gruplar1 disarda birakmamasi) 6nemlidir.

Misal 1 Bir Istatistik dersine 80 dgrenci kayitlidir. Ogretim {iyesi uygulamali bir smav denemesi
yapmak icin 10 6grenciden olusan bir 6rnegi rastgele segmek istiyor. Ogretim iiyesi 6nce 6grencilere
01, 02, 03, ..., 80 numaralarin1 atar. Rastgele sayilar tablosundan (Tablo 1) bir kerede iki hane
okuyarak, 80’den biiylik olanlar1 ve tekrarlayanlar1 gozardi ederek 10 farkli say:1 belirler. Eger
tablonun baslangi¢ satirinda 25638 70268 93605 87101 24685 98768 43202 03165 49815 02484
sayilar1 yer aliyor ise, 6gretim {iyesinin se¢ecegi 6grencilerin numaralart sunlar olacaktir: 25, 63, 02,
68, 60, 58,71, 01, 24, 59. Dikkat edersen 87 ve 93 sayilarin1 gormezden geldik ¢iinkii 80’den biiyiikler
ve 68 sayisinin ikinci tekrarini yine gérmezden geldik.

Iyi-dizayn-edilmis ve Iyi-yiiriitiilmiis Bir Yoklamanin Ozellikleri

Iyi-dizayn-edilmis bir yoklama daima sans1 biinyesinde barindirir. Bu yukarida anlatildig gibi bir
rastgele sayilar tablosunun kullanilmasi ile veya bir kompditerin kullanilmasi ile saglanabilir. Bununla
beraber, olasilik tekniklerinin kullanilmas1 bir temsilci 6rnegi garanti etmekte yeterli degildir. Cogu
zaman, popiilasyonun tam bir listesi elimizde olmaz ve bdyle bir durumda “sans1” tam olarak nasil
uyguladigimiz hakkinda dikkatli olmamiz gerekir. Hatta denekler sansa bagl ¢ekilse bile, yoklamaya
yanit vermeyi reddedenler veya yanit vermek i¢in miisait olmayanlar olabilir. Bu durumda sonugta
elde edilecek ornegin temsilciliginin gergekte nasil oldugu tartigilir.

Sorularin ifade edilmesi notr olmalidir. Yani soruya alinacak yanita tesiri olmamalidir. Tim
deneklerin ayn1 soruyu ayn: manada ve ayni agiklikla anlamasini temin etmek 6nemlidir. Yoksa
denekler ayn1 yoklama sorusuna ifadesine bagli olarak farkli yanitlar verebilir.

Misal 2 Farzedelim ki kiiciik bir kasabada besleyici bir kahvalti yapan yetiskinlerin yiizdesini
belirlemekle ilgileniyoruz. Kasabanin telefon rehberinden 100 numarayi rastgele segip, her birini

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 4/16



Veri Toplama Metotlari

arayarak telefona ¢ikan yetiskine her sabah besleyici bir kahvalt1 yapacak kadar zeki olup olmadigin
soralim. Miinasip mi?

Cevap: Rastgele secim iyi, fakat cevaplanmasi gereken bir ka¢ soru var. Mesela, kasabada telefonu
olmayan ¢ok kisi var m1? Ya da numaralarini telefon rehberinde listeletmeyen? Aramalarin yapildigi
giinlin saati secilmis olan kisinin ulasilabilir olup olmadigini nasil etkileyecek? Eger kisiler
ulagilabilir degilse, yedekler yine ayn1 yoldan rastgele mi segilecek yoksa bu durum belirli bir sinif
insanin daha az temsiline mi yol acacak? Nihayetinde, bu meselelere tatmin edici cevaplar verilse
bile yoklama sorusunun ifadesi agik¢a notr degil. Zeki olup olmama ibaresi ¢ikarilsa bile yanitlar yine
de neredeyse manasiz olacaktir. Ciinkii besleyici bir kahvalti ibaresi her denek i¢in muhtemelen ayni
manay1 tagimiyor olacaktir.

Ornekleme Hatasi: Bir Yoklamanin Oziinde Olan Degisim

Bir yoklama ne kadar iyi-dizayn-edilmis ve iyi-yiiriitilmis olursa olsun, hala bir popiilasyon
parametresi i¢in bir kestirim olarak bir 6rnek istatistigi verir. Farkli 6rnekler, hepsi ayni popiilasyon
parametresi i¢in birer kestirim olarak farkli 6rnek istatistikleri verebilirler ve bdylece érnekleme
hatasi olarak adlandirilan hata dogal olarak ortaya ¢ikar. (Yani, ornekleme hatasi, yapilan bir
yanlisligi degil, aksine, ayni popiilasyondan g¢ekilen rastgele 6rnekler arasindaki dogal degiskenligi
ifade eder.) Bu hata olasilik kullanilarak betimlenebilir. Bu da demektir ki belli biyuklikteki bir
hatanin olabilirliginin ne oldugunu hesaplayabiliriz. Genellikle, bu hatanin meydana gelme sansi
ornek hacmi arttikga azalir. Mamatfih, verinin hangi yoldan toplandig: cok 6nemlidir. Genis bir 6rnek
hacimi ile, ne yazik ki kotii bir yoklama dizaynini veya yanlis bir veri toplama teknigini kurtaramayiz.

Cekilen 6rnek eger popiilasyonun temsilcisi degilse, drnekleme hatas1 mevcuttur.

Misal 3 Dort farkli kamuoyu arastirma sirketi yaptiklart 6rnek yoklamalarinin sonucunda iilkenin
gorevdeki hiikiimetine segmenlerin verdigi destegi %54.9, %55.6, %52.8 ve %49.7 olarak agikladilar.
Dogru ylizde kagtir? Kamuoyu arastirma sirketlerinin en az ii¢li veya hepsi yanlislik m1 yapt1?

Cevap: Verilen enformasyona dayanarak, dogru popiilasyon yiizdesini bilmenin yolu yok. Dort ayri
ornek yoklamasi bu dort istatistigi ortaya koymustur ki her biri popiilasyon parametresinin ayri bir
kestirimidir. Ciinkii, mesela, sansa baglhiliga riayet edilmedigi, popiilasyonun iyi bir temsilinin
saglanamadig1 veya sorunun iyi ifade edilmedigi gibi kotii bir 6rnek yoklamasi yapmis oldugunu
bilmeksizin hi¢ bir kamuoyu arastirma sirketinin yanlis yaptigini sdyleyemeyiz.

Yoklamalarda Yanhhgin Kaynaklar:

Koétii dizayn edilmis 6rnekleme teknikleri yanliliga yol agar. Yanlilik, popiilasyonun belli {iyelerinin
secimi lehinde bir temayiildiir. Eger bir 6grenme-c¢alismasi yanli ise 6rnek hacminin bir yarar1 olmaz.
Yani ne kadar genis hacimde bir 6rnek alirsan al bununla o 6grenme-calismasinin degersizligini
gideremezsin. Bir 6grenme-calismasina baglamadan 6nce yanlilik hakkinda diisiinmek gerekir. Ciikii
veriyi elde ettikten sonra, yanl bir 6rnegi diizeltmenin hig bir yolu yoktur. Bazen daha dar bir 6rnekle
bir pilot testi yapmak yanliligin 6nceden goriilmesini ve daha genis bir 6rnek almadan Once
giderilmesini saglamakta bize yardimci olabilir. Asagida yanliligin  muhtelif kaynaklar
tanimlanmaktadir. Bu kaynaklar her ne kadar ayr1 ayr1 tamimlaniyor olasalar da esasen biribirileriyle
cakismaktadirlar ve hepsinde olmasa bile yanliligin ortaya ¢iktig1 pek ¢ok durumda bunlarin bir kag1
birarada mevcuttur.

Hanehalk: yanlhiligr: Eger bir 6rnege herhangi bir hanehalkinin yalnizca bir iiyesi dahil edilirse, genis
hanehalklarinin temsil edilebilirligi azalir. Bu mahzura yol agmamak i¢in anketgiler bazen daha genis
hanehalklarina 6rnek hacminde daha fazla agirlik verirler.

Yanit-yok yanhhigr: Bunun en glizel misallerinden biri mektup veya e-mail yoluyla yapilan
anketlerdir. Bu tip anketlerin yanitlanma yiizdesi c¢ok diisliktiir ve c¢ogu zaman yanitlarin
poplilasyonun hangi kismindan geldigi bilinemez. Bazen bir yoklama i¢in secilen kisiler yanit
vermeyi reddedebilirler sadece veya ulasilabilir durumda olamayabilirler veya iletisim kurmak gok
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zor olabilir. Yanit oranlarimi yiikseltmek i¢in bagvurulan yollar arasinda farkl iletisim kanallarin
kullanarak 1srarc1 olmak, para ddemek veya diger atraksiyonlara bagvurmak sayilabilir. Ayni
zamanda, kisa kolay anlagilabilir yoklamalar genellikle daha yiiksek yanit oranlarina sahip
olmaktadir.

Kota 0rneklemesi yanliligr: Eger anketcilere 6rnege girecek kisileri kendince segcme yetkisi verilirse
bu tip yanlilik ortaya ¢ikabilir. Mesela, 6rnekte belirli bir yiizdeyle 6grencilere, belirli bir yizdeyle
kadinlara ya da belirli bir yuzdeyle mdiltecilere yer vermeye c¢alismak gibi.

Yamit yanhhigr: Yoklama sorusunun bizzatihi kendisi yaniltic1 sonuglara yol agabilir. insanlar cogu
zaman kisisel durumlarinin ve goriislerinin agik¢a bilinmesinden bir takim rahatsizliklar duyabilirler.
Boyle konular hakkindaki sorulara verilen yanitlar da yiiz yiize yapilan veya anonim olmayan yazili
formdaki anketlerde ¢ofgu zaman dogru olmamaktadir. Hastalar doktorun talimatlarina uyma
konusunda yalan sdyleyebilirler, diyet yapanlar bir zayiflatma programini ne kadar siki uyguladiklar
konusunda diiriist olmayabilirler, 6grenciler sinavlara kag¢ saat g¢alistiklart konusunda gercegi
sOylemeyebilirler ve televizyon seyircileri belli programlari seyrettiklerini kabul etmek
istemeyebilirler.

Secim yanhhgr: Bunun en meshur misali Amerika Birlesik Devletleri’'nde 1936 yilinda yapilan
baskanlik secimlerinde yasanmustir. Literary Digest adli dergi-gazete yaptigi 6rnek yoklamasi
sonucunda Cumhuriyet¢i Partinin aday1 Alfred London’in se¢cimi Demokrat Partinin aday1 Franklin
D. Roosvelt’e kars1 az bir farkla kazanacagini segimden once ilan etmistir. Ve yanilmistir. Literary
Digest segmenleri otomobil ve telefon kayitlar1 tizerinden yoklamistir. Fakat 1936 yilinda otomobil
ve telefon sahipleri azinliktaydi ki bu zenginlerin ¢ogunlugu Cumhuriyetci Parti’ye oy vermekteydi.
Mektupla yapilan yoklamaya iki milyondan fazla yanit gelmesine ragmen Literary Digest’in yaptig
yoklama, se¢im yanliligindan dolay1 dogru sonuca ulagamamastir.

Hacim yanliligr: Eger bir haritaya dart atarak iilkenin illerini 6rneklemeye kalkarsaniz, bu 6rnekleme
cografi olarak alan1 daha genis olan illerin lehine yanli olur. Bir hastahanenin oniinde durarak,
insanlarla anket yapmak, O6rneklemenin hastalar lehine yanli olmasma yol acar. Bir torbaya
tedaviildeki madeni paralari esit oranlarda doldurup sonra gostermeden tek tek cektirirseniz, blyuk
boyutlu madeni paralarin daha yiiksek oranlarda ¢ekildigini goriirsiiniiz.

Eksik-kapsama yanlhiligr: Yeterli temsil olmadig1 zaman bu tip yanlilik vuku bulur. Mesela, telefon
yoklamalar1 basitge telefonu olmayan olanakli denekleri gézardi etmektedir. Bunun diger bir misali
kolay-erisimli 6rneklemedir ki aligveris merkezlerinde yapilan yoklamalar bu tiptedir. En
yakininizdaki kisileri 6rnege dahil edersiniz. Bu anketler tiim popiilasyonu temsil etme kabiliyetinden
oldukca yoksun veri tiretir. Kapiy1 ¢alarak yapilan hanehalki yoklamalar: iiniversite dgrencilerinti,
mahkumlar: ve evsizleri 1skalar.

Goniillii yanit yanhlhigi: Katilimin bireylerin insiyatifine birakildigi yoklamalar tipik olarak soruya
duyarl kisileri 6ne ¢ikarir. Mesela, radyo programlarinda silah kontrolii, kiirtaj, ve sosyal ayrimcilik
dibi duyarli meselelere dair yapilan telefon ¢agrili yoklamalarda {iretilen veri popiilasyonun séz
konusu mevzularda hangi orantida lehtar veya aleyhtar olduguna delil olamaz. Yine web sitelerinde
yayinlanan online yoklamlar da goniillii yanit yanliliginin modern bir kaynagidir.

Ifade yanhiligr: Notr olmayan veya kotii ifade edilmis sorular popiilasyonu temsil etmeyen yanitlara
yol agabilir. Boylesi bir yanliliktan kaginmak i¢in yonlendirici sorulari kullanmamak gerekir. Sorular
acik ve nispeten kisa yazmak her zaman en iyisidir. Ayn1 zamanda, sorularin siralamasina da dikkat
etmek gerekir ki denekleri belli yanitlara sevketmesin.

Sunu tekrar ifade etmekte yarar var ki yukarida simiflandirilan yanliliklar bazi durumlarda
cakisabilecektir. Mesela, notr-olmayan bir sorunun hem yanit yanliligina hem de ifade yanlhiligina
sahip oldugu soylenebilir. Se¢im yanlilig1 ve eksik-kapsama yanliligi ¢cogu durumda beraber ortaya
cikacaktir. Hakeza, géniillii yanit yanlilig1 yanit-yok yanliligr ile agikca baglantilidir.

Diger Ornekleme Metotlar

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 6/16



Veri Toplama Metotlari

Zamandan ve maliyetten tasarruf ettiren modifikasyonlar, basit rastgele orneklemeden baska
ornekleme prosediirlerinin icra edilmesinde ¢ogunlukla kullanilir. Bunlarin baslicalari: Sistematik
ornekleme, tabakali ornekleme, 6bek 6rnekleme ve asamali ornekleme.

Sistematik 6rnekleme populasyonun herhangi bir (mesela alfabetik) tertipte listelenmesini, rastgele
bir baglangi¢ noktasi belirlenmesini ve sonra her onuncu (veya yirminci, veya ylizlincii, veya bininci,
vb.) kisinin listeden secilmesini ihtiva eder. Listenin orjinal tertibi bir sekilde ele alinan degiskenler
ile ilgili olmadig: siirece bu metot makul bir 6rnek tiretir.

Tabakah orneklemede populasyon tabaka adi verilen kendi igerisinde homojen gruplara bdliiniir ve
tim tabakalardan bireylerin rastgele ornekleri secilir. Mesela, bir insan popiilasyonunu yasa,
cinsiyete, gelir diizeyine, veya meslege gore tabakaladiktan sonra her tabakadan insanlarin bir
ornegini ¢ekebiliriz. Dikkat etmelisin ki belirli bir tabakadaki tiim bireyler miisterek bir 6zellige
sahiplerdir. Tabakalar icerisinde rastgele ornekleme orantisaldir. Yani, her tabakadan cekilen
rastgele 6rnegin hacmi o tabakanin popiilasyondaki orantisina baglidir.

Obek drneklemede popiilasyon 6bek ad: verilen kendi igerisinde heterojen gruplara boliiniir ve tiim
obekler icerisinden Obeklerin bir rastgele 6rnegi segilir. Mesela, lise 6grencilerini yoklamak i¢in
belirli bir sayida sinifi rastgele secip 6grenme-galismamiza dahil edebiliriz. Dikkat etmelisin ki her
6bek tiim popiilasyonun bir temsili olmalidir.

Asamah 6rnekleme iki veya daha ¢ok adimi ihtiva eden bir prosediirii tanimlar. Bu adimlardan her
biri muhtelif 6rnekleme tekniklerinden herhangi birini ihtiva edebilir. Mesela Amerika Birlesik
Devletlerinde geleneksellesmis olan Gallup yoklamalar1 cogunlukla su prosediirii takip eder: Once
iilke capinda bolgeler rastgele secilir, sonra her bolge icerisinde semtler rastgele segilir ve en sonunda
her semt icerisinde haneler rastgele segilir.

Misal 4 Otenazi hakkindaki goriislerini belirlemek eregi ile 5000 kayitl dgrencisi bulanan bir liseden
100 6grencilik bir 6rnek ¢ekilecektir. Bir metot, her 6grencinin adini ve soyadini birer kagit parg¢asina
yazip, kagit pargalarini bir kutuya doldurup bu kutudan 100 kagit par¢casin1 cekmek olurdu. Gel gor
ki, kutuya doldurulan kagit parcalarinin ne kadar iyi karistirilabilecegi bir problem yaratacaktir.
Mesela 6grencilerin adlar1 ve soyadlar1 kagit pargalarina subelerine gore bir sirada yazilacak ve
kutuya atilacak ise, bunun sonucunda ayni subenin 6grencilerinin ad ve soyadlarinin yazili oldugu
kagit parcalar kutu igerisinde birarada bulunacaktir. Bu durum ¢ikima nasil tesir edecektir? Diger bir
metot her bir 6grenciye 1 den 5000 e kadar birer numara atayip, sonra bir rastgele sayilar tablosu
kullanarak dort haneli sayilar cekmektir (tekrar edenleri ve 5000 den biiyiik olanlar1 atmak suretiyle).
Her iki durumda da basit rastgele 6rnekleme yapilmaya ¢alisilmaktadir. Acaba bagka hangi alternatif
prosedurler dnerilebilir?

Cevap: Ogrencilerin bir listesinden, yoklamaci her ellinci 6grencinin adin1 ve soyadini kaydedebilir
(sistematik Ornekleme). Her siniftaki 6grencilerin belli miisterek 6zelliklere sahip olabileceklerini
diistinerek, yoklamaci birinci, ikinci, ti¢iincii ve dordiincii siniflarin ad ve soyad listelerinden 25 er
Ogrenciyi rastgele se¢im metotlarindan birini kullanarak secebilir (tabakali 6rnekleme). Yoklamaci,
subeleri siiflarina gore ayirir; rastgele bes birinci sinif subesi, bes ikinci siif subesi, bes ticlincii
siif subesi ve bes dordiincii sinif subesi secer (6bek 6rnekleme); ve sonra her subeden bes 6grenciyi
rastgele secer (agsamal1 6rnekleme). Yoklamaci oglan ve kiz 6grencilerin okulun tiim 6grencilerine
orantilarina gore ayr1 ayri rastgele 6rneklerini segebilir (orantisal tabakali 6rnekleme).

Suna dikkatini ¢ekmek isterim ki bu misaldeki alternatif prosediirlerden hi¢ biri bir basit rastgele
ornek degildir. Ciinkii, 100 hacimlik her olanakli 6rnek esit segilme sansina sahip degildir.

Olasiliksiz ornekleme. Elverislilik érneklemesi, kota 6rneklemesi, uzman drneklemesi ve kartopu
orneklemesi popiilasyonun bazi {nitelerinin segilme sansmmin sifir oldugu veya isabetlice
belirlenemedigi diger Ornekleme teknikleridir. Sec¢im rastgele yapilmadigr ig¢in, olasiliksiz
orneklemelerde 6rnekleme hatalarinin kestirimi miimkiin olmaz ve dolayisiyla 6rnekleme yanlilig
kaginilmaz olabilir. Bu sebeple, boyle bir 6rnegin tasidigi enformasyon popiilasyona olasiliksal bir
prosedurle genellestirilemez.
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Deneylerin Planlamasi ve Yiiriitiilmesi

Deneyleri miinasipge planlamaya ve yliriitmeye dair baslica bir kag prensip vardir. Bunlardan birincisi
olanakl karisan degiskenleri, genellikle karsilastirma metodunu kullanarak kontrol altina almaktir.
Ikincisi, denekleri muamele gruplarma sansa bagl atamaktir. Ugiinciisii, ¢ikimlarin barindiracag
dogal degisimi azaltmak i¢in miimkiin oldugunca ¢ok sayida denek kullanmaktir.

Deneyler, Gozlemsel Ogrenme-¢alismalar ve Yoklamalar

Bir deneyde, bir degisikligi veya muameleyi uygulariz ve sonucu veya yanit1 dlgeriz. Bir gézlemsel
O0grenme-¢alismasinda, kendiliginden meydana gelen bir seyi, mevcudiyetimiz vasitasiyla herhangi
bir degisiklige neden olmaksizin sadece goézleriz ve dlgeriz. Bir 6rnek yoklamasi bir gozlemsel
O0grenme-galisamsidir ki miinasip¢e secilmis bir Ornegi nazar-1 dikkate almak suretiyle bir
popiilasyonun tiimii hakkinda neticeye variriz. Bir deney ¢ogu zaman bir nedensel iligkiyi ortaya
cikarir, oysa bir gézlemsel 6grenme-galigmasi ancak bir cagrisimin varligini gosterebilir.

Nedensellik, bir degiskende meydana gelen degismenin baska bir degiskende illa ki bir degismeye
yol actigi iligkileri haizdir. Nedensellik i¢in i¢ kosulun saglanmasi gerekir: kovaryasyon (karsilikli-
degisim), zamanda Oncelik ve “l¢giincii degiskenleri” kontrol altina almak. Sonki kosul gézlenen
nedensel iligkiler igin alternatif agiklamalarin mevcudiyetine delalet eder. Degiskenler arasindaki
kovaryasyon (yani karsilikli-degisim) bir nedensel etkiyi gosterdigi zaman, eger bu kovaryasyon
aslinda altta-yatan bir miisterek nedenin (gizli degisken) sonucu ise, suni iliskiler ortaya gikar. Baska
hallerde ise, yine kontrol altina alinmayan bir degiskenin yanita etkisi agiklayic1 degiskeninkiyle
karisabilir. Arastirma terminolojisinde karisan degikenler ve gizli degiskenler ayn1 zamanda harici
degisenlerdir. Elbette her harici degiskenin yanit degiskeni lizerinde bir karisan degisken veya bir
gizli degisken etkisi olmak mecburiyeti yoktur.

Misal 5 Giinliik kalsiyum takviyelerinin kadinlarda kemik kiitlesini artirip artirmadigini belirlemek
icin bir 6grenme-caligsmasi dizayn edilecektir. Bir gbzlemsel 6grenme-galismasi nasil icra edilebilir?
Ya bir deney? Peki burada hangisi daha mitenasiptir?

Cevap: Bir gozlemsel 0grenme-calismasi eczanelerden veya kalsiyum takviyelerinin satildig
diikkanlardan bu {irtinleri satin aldigina sahit olunan kadinlarla miilakat yapildiktan sonra bunlarin
kemik kutlelerini 6lcmek olabilir. Ya da belki de belirli bir periyotta hastahaneye yatan tim hastalarla
yapilacak miilakatlar sonucunda kalsiyum takviyesi alanlar tespit edilip bunlarin kemik kiitlesi
Olculebilir. Kalsiyum takviyesi aldig1 bilinen kadinlarin kemik kiitlesi dl¢iimleri daha sonra kalsiyum
takviyesi almadigi bilinen kadinlarin kemik kiitlesi 6lgiimleri ile karsilastirilabilir.

Bir deney, belirli sayida denek tizerinde sdyle icra edilebilir: deneklerin sansa bagli olarak segilen
yarisina kalsiyum destegi haplar1 verilirken diger yarisina ayni goriiniimde plasebo haplari verilir ve
her grubun kemik kiitlesi muameleden dnce ve sonra ol¢iiliirek farki kaydedilir.

Deneysel yaklasim burada daha miitenasiptir. Gozlemsel 6grenme-caligsmasi ile kalsiyum takviyesi
alan kadinlar ile kalsiyum takviyesi almayan kadinlar arasinda kemik kiitlesi bakimindan ortaya
cikabilecek farkligin pek ¢ok agiklamasi olabilecektir. Mesela, kendiliginden kalsiyum takviyesi
almis kadinlar genel manada kendilerine daha iyi bakan kadinlar olabilir elbette ve boylece daha
yiiksek kemik kiitlesine sahip olmalarinin baska nedenleri olabilir. Deney deneklerin rastgele secilen
yarisina kalsiyum takviyesi vererek gizli degiskenleri kontrol altina almaya g¢alisir.

Misal 6 Uzun boylu kisilerin kisa boylu kisilere nazaran émiirlerini (yani boy uzunlugu ve dmiir
arasindaki 1iliskiyi) incelemek i¢in bir Ogrenme-galismast dizayn edilecektir. Hangisi daha
mutenasiptir, bir gdzlemsel-6grenme ¢alismasi m1 yoksa bir deney mi?

Cevap: Bir gozlemsel 6grenme-calismasi eger medikal kayitlara dayanarak kisilerin 6liim anindaki
boy uzunluklarin1 ve yaslarii inceleyecek ise dogru goriiniiyor. Bir deney eger rastgele segilecek
kisileri kisa veya uzun boylu yaptiktan sonra 6liim anlarinda yaslarin1 kaydedecek ise ¢igir agici
olurdu (ve elbette manasiz).
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Aciklayici Degisken ve Yamit Degiskeni

Deneyler faktor adi da verilen ac¢iklayict degiskenleri intiva ederler ki bunlar yanit degiskeni tizerinde
bir etkisi olduguna inanilan degiskenlerdir. Bir grup gézlem tinitesi, agiklayici degiskenin bir diizeyi
ile muamele edilir ve yanit de§iskeninin ¢ikimi 6l¢iiliir. Buna gore bir faktoriin her bir diizeyi bir
muameledir. Ayn1 deney dizayni igerisinde birden ¢ok sayida faktor yer aldiginda, bu faktorlerin
duzeylerinin her kombinasyonu yine bir muameledir.

Misal 7 Ders calisma siiresinin istatistik dersindeki basariya etkisini belirlemek i¢in, 6grenciler ti¢
gruba ayrilabilir. Bir grup haftada 4 saat ders ¢alistirilir, ikinci grup haftada 2 saat ders calistirilir ve
ticiincli grup hi¢ ders c¢alistirilimaz. Aciklayict degisken hangisidir, yanit degiskeni hangisidir ve
duzeyler nelerdir?

Cevap: Aciklayict degisken, haftalik ders ¢alisma siiresidir ve ii¢ diizeyi vardir: 4 saat, 2 saat ve 0
saat. Yanit degiskeni belirtilmemistir fakat y1l sonu basar1 puani, final sinavi puani veya baska bir
siav puani olabilir.

Misal 7°de lic muamele mevcut ki bu li¢ muamele bir faktoriin {i¢ diizeyine karsilik gelmektedir.
Farzedelim ki 6grenciler ayn1 zamanda A ve B subeleri olarak ta boliinmiis olsunlar. Simdi birisi ti¢
duizeyli ve birisi de iki duzeyli olmak Uzere iki faktor ve toplamda ilaveten altt muamele (A subesi ve
4 saat calisma, A subesi ve 2 saat calisma, A subesi ve 0 saat calisma, B subesi ve 4 saat calisma, B
subesi ve 2 saat ¢calisma, B subesi ve 0 saat ¢calisma) daha mevcut olacaktir.

Karisma

Bir etkiye hangi degiskenin neden olduguna dair belirsizlik hasil oldugu zaman, degiskenlerin karisan
oldugunu sdyleriz. Mesela, farzedelim ki iki ¢esit giibre farkli sulama miktarlar1 gerektiriyor olsun.
Tek faktorlii bir deneyde, bitki gelismesinde gozlenen farkliliklarin gergek nedeninin giibrelerdeki
farkliliktan m1 yoksa sulama miktarindaki farkliktan m1 kaynaklandigini belirlemek zor olabilir. Bu
karismay1 kontrol altina alabilmek icin, her bir giibre cesidini daha c¢ok sayida test parseline
uygulayarak bu parsellerin bir yarisini bir miktarda diger yarisini diger miktarda sulayabiliriz, boylece
giibre ¢esidi ve sulama miktarinin bitki biiyiimesine etkilerini biribirine karismadan belirleyebiliriz.

Genel manada, karismay1 engellemek icin agiklayict degisken disinda yanit de8iskenine etkisi olan
tim faktorleri sabit bir diizeyde tutmak esastir. Ancak bu pratikte biiyiikk 6l¢iide olanaksiz
oldugundan, rastgelelestirme prensibi deney dizayninda vazgecilmezdir.

Gizli Degisken

Bir gizli degisken 6yle bir degiskendir ki tizerlerinde ayr1 ayr1 etkili oldugu baska iki degiskenin
gercekte mevcut olmayan bir neden-ve-etki iliskisine sahip olduklari izlenimini yaratir. Mesela,
ayakkab1 numarasi biiyiik olan ilkokul 6grencilerinin okuma diizeylerinin daha iyi oldugu goriiliir.
Mamafih, bir gizli degikenin mevcudiyeti s6z konusudur ve bu gizli degisken yastir ki diger her iki
degisken tlizerinde de etkilidir. Yani yas¢a daha biiyiik 6grenciler yasca daha kiigiik 6grencilere gore
daha biiyiik numarali ayyakabi giyme egilimindelerdir ve yas¢a daha biiyiik 6grenciler ayn1 zamanda
daha iyi okuma diizeylerine sahip olma egilimindelerdir. Biiyiik numarali ayakkabi1 giymek okuma
duzeyini daha iyilestirmeyecektir. Gizli degisken ibaresini kullanmanin disinda, bu durumun bir
miisterek yanit oldugu da soylenebilir. Yani hem ayakkabi numarasindaki hem de okuma diizeyindeki
degisikliklerin nedeni yastaki degisikliktir.

Kontrol Grubu

Bir deneyde gozlem iinitelerinin bir grubu belirli bir muameleye maruz birakilirken diger bir grup
dogal akisinda birakilir. Hi¢ bir muameleye maruz birakilmayan bu ikinci gruba kontrol grubu denir.
Deney muamele grubundaki yanitlar1 kontrol grubundaki yanitlarla karsilastirir. Denekleri muamele
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ve kontrol gruplarina rastgele atamak karismanin ve gizli degiskenin yol a¢tigi problemlerin
giderilmesine yardimci olur. Boylece, deney yaptigimiz zaman bu tip problemlerin kontrol altina
alinmasi, gozlemsel 6grenme-galismasi yaptigimiz zamana gore daha kolaydir.

Plasebo etkisi ve Koreltme

Herhangi bir muamele algisina insanlarin psikolojik yanit verdigi yadsinamaz bir gercektir. Buna
plasebo etkisi ad1 verilmektedir. Mesela, ameliyattan sonra sadece seker hapi verilir, fakat hastaya
bunun ¢ok kuvvetli bir agr1 kesici oldugu sdylenirse, pek cok hasta acilarinda ani bir hafifleme
hisseder. Pek ¢ok 6grenme-galismasinda, denekler bilingli olarak veya bir bilingaltt durumu olarak
aragtirmacinin kanitlamak istedigi seyi kanitlamasina yardimci olmak isterler. Boyle olunca, herhangi
bir deneyde dikkat g¢ekici yanitlar ortaya ¢iktigi zaman, gercek fiziksel yanita psikolojik plasebo
etkisinin neden olup olmadigindan endise edilir.

Denekler veya yanitlar1 degerlendiren kisi hangi denegin muamelelerden hangisine (veya plaseboya)
maruz kaldigin1 bilmedigi zaman koreltme yapilmis olur. Gizli yanliligi minimize etmeye yardim
etmek igin, en iyisi deneklerin hangi muameleye maruz birakildiklarini bilmemeleridir. Buna tekli-
koreltme denir. Hangi denegin hangi muameleye maruz birakildigini ne denkler ne de yanitlari
degerlendiren kisiler bilmedigi zaman buna da ¢ifte-kdreltme denir.

Plasebolar ve koreltme, deneylerde 6nemli olsalar da her zaman uygulanabilir olamayabilirler.
Bunlarsiz da pek ¢ok deney yiiriitiilebilmektedir.

Misal 8 Bir 6grenme-calismasinda E vitamini ve beta karotenin kalp krizi oranlarina etkileri test
edilmek isteniyor. Deney nasil kurulmalidir?

Cevap: Rastgelelestirme kullanilarak, denekler dort gruba ayrilmalidir: yalnizca E viatamini alanlar,
yalnizca beta karoten alanlar, hem E viatmini hem de beta karoten alanlar ve ne E vitamini ne de beta
karoten alanlar. Deneklerin muamele gruplarina ve kontrol grubuna rastgele atamalari i¢in bir rastgele
sayilar tablosu kullanilabilir. Eger 6grenme-calismasi cifte-koreltilirse, yani ne denekler ne de onlari
muayene eden doktorlar hangi hastanin hangi muameleye maruz birakildigini bilmez ise daha manali
sonuclar elde edilebilir.

Muameleler ve Deney Uniteleri

Bir deneyin tizerinde icra edildigi nesnelere deney uniteleri adi verilir, bunlar ayn1 zamanda denekler
olarak ta adlandirilir. Deney iiniteleri ve denekler genel olarak iki gruba ayrilir. Bir grup bir
muameleye maruz birakilir ki buna muamele grubu denir. Muamele grubunda kaydedilen yanit
herhangi bir muameleye maruz birakilmayan kontrol grubunda kaydedilen yanit ile karsilagtirlir.

Rastgelelestirme

Gizli degiskenlerin etkisini ve karigsmayr minimize etmek i¢in rastgelelestirmeyi kullanmak
onemlidir. Yani hangi denegin hangi gruba dahil edilecegine karar verirken sansa bagl kalmak
gerekir. iki grup arasinda deney {initelerinin sahip olduklar1 6zellikler bakimindan sistematik bir
denge saglamaya c¢alismak yeterli degildir. Muamele grubunda ve kontrol grubunda mesela
kadinlarin, miisliimanlarin, bekarlarin, genglerin, gozliikliilerin, 6grencilerin v.b. kendimizce esit
sayisini ayarlamaya ¢alismak her ne kadar mantikli gériiniiyor olsa bile, bu metot iyi i gérmez.
CUnkii her zaman dikkate almay1 aklimiza getiremeyecegimiz baska degiskenler mevcuttur ki ancak
deney sonuglar1 gelmeye basladiginda bunlarin farkina varabiliriz. En iyi metot bir kompditerden,
icine adlarin dolduruldugu bir kutudan, veya rastgele sayilar tablosundan yararlanmak suretiyle
rastgelelestirmeyi kullanmaktir.

Dikkat etmelisin ki rastgelelestirme deney dizayni baglaminda genellikle elimizdeki deneklerin
muamelelere nasil atanacagini kastetmektedir, popiilasyonun tiimii i¢erisinden bir denekler grubunun
nasil secilecegini degil. Bir deneyin gayesi farkli muamelelerin farkli yanitlara yol acip agmadigini
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gormektir. Oyle ise, denekleri muamelelere rastgele atariz ki degiskenligin meghul kaynaklarini
dengeleyebilelim. Muamelelere rastgele atama, Ozellikle medikal deneylerde, ilag deneylerinde
oldugu gibi eger denekler rastgele secilmemis ise ¢ok daha onemlidir. Ogrenme-galismasinin
bulgularini genellestirmek baska bir problemdir ki deneklerin baslangigta nasil secildigine baglhdir.

Tamamen Rastgelelestirilmis Dizayn: iki Muamele

Rastgeleligi kullanarak iki muameleyi karsilastirmak ¢cogu zaman favori dizayn sec¢imidir. Deney
tinitelerini muamele gruplarina rastgele atariz. Boylece, her bir deney {initesinin her bir muamele
grubuna gitme sansi esit olur. Her bir deney iinitesi diger deney {initelerinden bagimsiz olarak atanir.
Buna tamamen rastgelelestirilmis dizayn deriz. Bagimsiz rastgelelestirmelerin sayisinin fazla olmasi
muamele gruplar1 veya kontrol grubu arasindaki karsilastirmalarin adil olmasini temin eder, ¢lnki
gruplar arasinda deney {nitelerinin degisimleri benzer olacaktir. Gizli degiskenlerin yiiksek
degerlerine ve diisiik degerlerine sahip deney iiniteleri tiim muamele geruplarinda ve kontrol
grubunda yakin orantilarda yer alacaklardir.

Misal 9 Bilekte bir basing noktasi vardir ki bazi doktorlar belli medikal operasyonlari miiteakiben
yasanan mide bulantisin1 kontrol altina almakta bu noktanin kullanilabilecegine inanmaktadirlar.
Fikir, kiigiik bir mermer pargasinin yerlestirilmis oldugu bir bilekligi hastanin bilegine sikica
baglamaktir. Oyle ki bileklige yerlestirilmis mermer tam olarak basing noktasinin iizerine gelmis
olsun. Operasyon gec¢irmis 50 hasta {izerinde bir deneyin nasil yiiriitiilebilecegini betimle.

Cevap: Her hastaya 1’den 50’ye kadar olan numaralardan birini ata. Bir rastgele sayilar tablosundan
bir defada iki hene olmak iizere, tekrarlari, 00 sayisin1 ve 50’den biiyiik sayilar1 gézardi etmek
suretiyle 25 say1y1 oku. Cektigin sayilara tekabiil eden hastalara, mermer parcasi basing noktasinin
tam tizerine gelecek sekilde bileklikleri bagla. Geriye kalan 25 hastayada iizzerinde mermer parcasi
olan bileklikleri bagla, fakat bunlarda mermer pargasi basing noktasinin iizerinde degil de baska bir
noktada olsun. Bir sorusturmaci bu 50 hastanin tiimiinii belirlenen zaman periyotlarinda telefonla
arayarak yasadiklart mide bulantisinin derecesini belirlesin. Ne hastalar ne de telefon aramalarimi
yapan sorusturmaci hangi hastanin bilekligindeki mermer parcasinin dogru basing noktasi iizerine
baslanmis oldugunu bilmesin.

Misal 10 Bir kimyasal giibre sirketi yeni gelistirdikleri {irliniin sebzeler iizerinde iistiin bir etkisi olup
olamdigini test etmek istiyor. Biiylik bir tarlayr kiiciik parsellere boldiikten sonra, deney nasil
ilerleyebilir?

Cevap: Eger sirketin giibre i¢in bir doz uygulamasi Onerisi varsa, parsellerin yarisi rastgele secilebilir
ve giibrenin recetelendirilmis dozaji uygulanabilir. Parsellerin rastgele se¢iminde bir rastgele sayilar
tablosu kullanilabilir. Parsellerin bu rastgele secimi, ne giibre verilen bitkilerin ne de gubre
verilmeyen bitkilerin toprak tipi, glineslenme, sulanma, v.b. bakimindan daha iyi parsellere kasten
ekilmedigini garanti eder. Bitkilerin ekimini ve sulamasmi yapacak iscilerden dolay1 ortaya
cikabilecek yanliliktan kacinmak icin, is¢ilerin hangi parsellere giibre uygulandigini bilmemeleri
gerekir. Bunu saglamak icin her parselin yanina, yarist aktif glibre dozunu kapsayan ve diger yarisi
kapsamayan benzer kutularin i¢erisinde benzer goriiniimlii ve benzer kokulu maddelerin bir karisimi
dagitilabilir. Nihayetinde, eger sebzeler nicelik ve biiyiikliik olarak standart Olcekler ile
degerlendirilecek ise Ol¢limler yanlilig1 elbette daha az barindiracaktir. Mamafih, eger sebzeler
mesela tat veya koku gibi nitel bir degerlendirmeye tabii tutulacaksa, bu defa degerlendirmecilerin
de hangi bitkilerin giibrelemeye maruz birakildigin1 ve hangilerinin birakilmadigini bilmemesi
gereklidir.

Eger arastirmacilar ayn1 zamanda diizeyi de nazar-1 dikkate almak isterlerse, yani giibrenin degisik
miktarlarii, bu durumda rastgelelestirme daha fazla gruplandirmalar i¢in yapilmalidir. Mesela,
gubrenin dort dizeyi 60 parsel Gzerinde test edilecekse, bir rastgele sayilar tablosunun 01-60
araligindaki ilk 12 adet biribirinden farkli sayiya tekabiil eden parsellere giibrenin birinci diizeyi
uygulanabilir, sonraki 12’sine ikinci diizeyi, sonraki 12’sine {igiincii diizeyi, sonraki 12’sine dordiincii
diizeyi ve son 12’sine ise “plasebo” muamelesi uygulanabilir.
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Rastgelelestirilmis Esli Karsilastirma Dizaym

Iki muamele esli deneklerin yanitlari iizerinden karsilastirilabilir. Esli deneklerin birisi bir muameleye
maruz birakilirken 6teki diger bir muameleye (veya plaseboya) maruz birakilir. Cogu zaman esli
denekler aslinda tek bir denektir ki her iki muamele bu denege farkli zamanlarda uygulanir.

Misal 11 Meshur Pepsi ve Coca Cola testleri deneklere her bir igkinin 6rneklerinin tadini karsilastirtir.
Boyle bir esli test nasil dizayn edilir?

Cevap: Can alic1 nokta, boyle bir testte, testin koreltilmis olmasi gerektigidir. Yani, denekler igtikleri
bardagin hangisinde Pepsi hangisinde Coca Cola oldugunu bilmemelidirler. Mesela tiggen isaretli
bardaklar Pepsi Ornegi, kare isaretli bardaklar Coca Cola 6rnegi olabilir. Dahasi, gizli yanliliktan
kacinmak i¢in, deneklerin hangi bardagi 6nce igeceklerine de sansa bagli olarak karar vermek gerekir.
Mesela, siras1 gelen denegin hangi bardagi 6nce igecegine bir madeni para atisiyla karar verilebilir.
Yazi gelirse denek Once licgen isaretli bardagi, tura gelirse once kare isaretli bardagi icebilir. (Not:
Her ne kadar deneklere bir igki icgiriliyor ve bir rastgelelestirme yapiliyor olsa bile, kati bir teorik
istatistik-bilimi penceresinden bakildigi zaman bu durumu bir deneyden ziyade, popiilasyon
orantisinin kestirimini hedefleyen bir 6rnek yoklamasi olarak miilahaza etmek daha dogru olabilir.)

Misal 12 Sarhos siiriiciilerin neden oldugu trafik kazalarina ait fotograflar1 gérmek, sarhos
stirticlilerin cezalandirilmasi hakkinda, kisilerin goriislerine tesir eder mi? Bir karsilagtirma testi nasil
dizayn edilir?

Cevap: Fotograflar gosterilmeden oOnce ve gosterildikten sonra, deneklere sarhos siiriiciilerin
cezalandirilmasi hakkinda sorular sorulur ve yanitlardaki degisiklikler kaydedilir. Eger bu kadarla
kalirsa, bu zayif bir dizayn olur. Ciinkii bir kontrol grubu yok, rastgelelestirme kullanilmiyor ve
denekler fotograflar1 gordiikten sonra, kendilerinden beklendigi diisiincesiyle yanitlarini pekala
degistirebilirler.

Daha 1yi bir dizayn, rastgelestirme kullanarak denekleri iki gruba bdélmek, bir yarisina yalnizca
sorular1 sorarken diger yarisina dnce fotograflar1 gdsterip sonrasinda sorulari sormak olurdu.

Bir diger olanakl1 dizayn birbirinin ikizi deneklerden olusturulmus gruplari kullanmaktir. ikizlerden
biri rastgele secilerek fotograflar1 gostermeksizin sorulari yanitlamasi istenirken digerine Once
fotograflar gosterilir ve sonra sorular1 yanitlamasi istenir. Her ikiz ¢iftinden birini rastgele segcmek
icin madeni para atis1 yapilabilir veya bir rastgele sayilar tablosundaki tek haneli sayilar tek veya ¢ift
olarak kullanilabilir, ikinci durumda sifir1 g6z ardi etmek gerekir elbette. ikizlerin her bir kiimesinden
gelen yanitlar karsilastirilir. Bu bir esli karsilastirma testidir ki kalittim ve ¢evre gibi arkaplansal
fenomenlere dair gizli degiskenleri minimize etmeye yardimeci olur.

Tekrarlama

Bir karsilagtirma testinde farklar gozlendigi zaman, arastirmaci bu farklarin istatistiksel olarak
anlamli olup olmadigina veya dogal degisimle aciklanabilip agiklanabilmeyecegine karar vermek
durumundadir. Bu merhalede 6nem arzeden bir telakki 6rnek hacmidir. Ornek hacmi ne kadar genis
olursa, gozlem o kadar anlamhidir. Buna tekrarlama prensibi denir. Yani, muamele deneklerin dyle
yeterli bir sayisiyla tekrarlanmalidir ki ger¢ek yanit farklar1 daha agikar olsun.

Bloklama

Ornekleme dizayninda tabakalama yaparken nasil popiilasyon tabaka adi verilen kendi igerisinde
homojen gruplara béliiniiyordu ise, deney dizayninda bloklama da denekleri 6nce blok adi verilen
kendi igerisinde homojen alt gruplara boler. Bloklamay1 her blokta ayr1 bir deney yiiriitmek gibi
diistinebilirsin. Bu teknik belli gizli degiskenleri, yanita etkilerini ortaya ¢gikarmak suretiyle kontrol
altina almaya ve neticelerin daha spesifik olmasina yardim eder. Esli karsilastirma dizayni,
bloklamanin 6zel bir durumudur ki her ¢ift (veya eger denekler kendi kontrolleri olarak yer aliyor ise,
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her denek) bir blok olarak milahaza edilebilir.

Benzer sekilde, erkekleri ve kadinlari, yiiksek 1Q’lular1 ve diislik IQ’lulari, farkli meslek sahiplerini,
farkli egitim diizeyine sahip olanlari, vb. ayr1 ayr1 analiz etmek i¢in bloklama kullanilabilir.

Istatistik-bilimi &grenirken terminolojinin miinasip kullanimi ¢ok énemlidir. Mesela, deneylerin dili
gozlemsel 6grenme-calismalarinin dilinden farklidir. Bloklama ile tabakalamay: sakin biribirine
karistirma.

Misal 13 Son yillarda, iletisim fakiiltelerinde okuyan &grencilerin heniiz okullarint bitirmeden
meslege atilmalar1 moda oldu. Meslekte c¢alisanlara 6denen maaslar hakkinda ¢ikan medya
haberlerinin bu kararlarin alinmasina etkisi olup olmadiginit degerlendirmek icin bir 6grenme-
calismasi icra ediliyor. Denekleri iki gruba ayirmak igin rastgelelestirme kullaniliyor ve gruplardan
birindeki deneklere hazirlanan sorular1 yanitlamalarini istemeden 6nce medya haberleri sunuluyor.
Pekala, bu deneyin dizaynina bir blok dizayni nasil adapte edilebilir?

Cevap: Once denekler alt simiftakiler ve iist siniftakiler olmak iizere iki bloga ayrilabilirler. Sonra,
her blok igerisinde, sorulari yanitlamalar1 istenmeden 6nce medya haberi sunulacak denekler
rastgelelestirme kullanilarak atanir. Bu dizayn ile, medya haberine maruz kalmanin alt siniflar
tizerindeki etkisi tist siniflar lizerindeki etkisinden ayirdedilebilir.

Haber

Grup 1
lletigim Rastal / —> sunulur \
fakiltesi ———> |2o0€Ie

e I atama karsilastir
ogrencileri
\ Grup ) RN Haber /

sunulmaz

Yanitlari

Figur 1 Tamamen rastgelelestirilmis dizayn.

= Grup 1 — tiakior
sunulur A
Alt _~, Rastgele = Yanitlar
1 siniflar ~ atama -7 kargilagtir
. : “~\ Grup2 N Haber :
lletigim sunulmaz
fakiitesi
dgrencileri ~ B .. Haber
= o~ Sop! “ sunulur N
\ Ust -, Rastgele - = Yanitlan
siniflar ~ atama — kargilastir
A Grup2 ., Haber
sunulmaz

Figur 2 Blok dizayni.

Sonuclarin Genellestirilebilirligi

Deneylerin bir bagat amaci, sonuglar1 daha genis popiilasyonlara genellestirebilmektir. Cogu zaman
bir deneyin gesitli ortamlarda yinelenmesi gerekir. Mesela, bir televizyon reklaminin Dogu Anadolu
Boélgesin’de bir lisenin dgrencileri {izerindeki etkisini, ayni1 reklamin Istanbul’da yasayan emekliler
tizerindeki etkisine genellestirmek zordur.

Genellikle, karsilastirma ve rastgelelestirme onemlidir, koreltme bazen ¢ok 6nemlidir, mimkin
oldugunca gizli yanliliktan kaginmaya dikkat etmek her zaman iyi-dizayn-edilmis bir deneyin
gostergesidir. Mamafih, sunu da unutmamak gerekir ki insan deneklerin veya diger canli deneklerin
testlerin sonucuna bir takim dngériilemez etkileri vakidir. Ozellikle insanlar {izerinde yapilacak testler
ve deneyler onlarin dogal hallerini bozabilir ve bu da yapay yanitlara yol agabilir.
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Icsel Gecerlilik ve Dissal Gegerlilik

Aralarindaki yegane manali farkin uyguladigimiz muameleden kaynaklandigini gosterecek sekilde,
gruplari olusturmayi basarabildigimiz 6l¢iide, deneyimizin i¢sel gegerlilige sahip oldugunu soyleriz.
Bu durumda, gruplar arasindaki igsel karsilastirma gegerli bir karsilastirmadir. Igsel gecerlilik ve
rastgele atama arasindaki miinasebete dikkatini gekmek isterim.

Eger deney initelerimiz, genellestirme yapmak istedigimiz popiilasyonun bir temsilcisi ise,
deneyimizin dissal gecerlilige sahip oldugunu sOyleriz. Bu durumda, ornekten elde ettigimiz
bulgular1 popiilasyona genellestirmemiz gecerlidir. Dissal gegerlilik ve rastgele se¢im arasindaki
miinasebete dikkatini cekmek isterim.

Yari-deneysel 6grenme-¢alismalari

Gozlemsel 6grenme-galismalarinin bazilara yari-deneysel dgrenme-¢alismalarr da denir. Bazi
bilimsel aragtirma 6grenme-calismalari vardir ki bilimsel arastirmaci agiklayici degiskeni gonliince
manipiile edemez (degistiremez). Boyle bir manipiilasyon bu tiir degiskenlerin dogasina aykiridir.
Veya deney linitelerinin muamele gruplarina rastgele atamasi gerceklestirilemez. Mesela projesinde
yeni bir dgretim metodunun eskisinden daha etkin olup olmadigi sorusuna cevap arayan bir
arastirmaci, deneyini gerceklestirecegi okuldaki mevcut iki smiftan birinde yeni metodu digerinde
eski metodu deneyebilir. Bu durumda 6grencilerin (yani deneklerin veya deney (nitelerinin) 6gretim
metotlarina (yani muamele gruplarina) atamasi rastgele yapilmamis olur.

Yari-deneysel 6grenme-calismalari, neden-ve-etki iliskilerini a¢iga ¢ikarmada arizalidir. Ciinkii i¢sel
gecerlilik yeterince saglanamaz. Yani aciklayic1 degiskenin, yanit degiskeninde yarattigi etkinin
miktart bu tiirden bir 6grenme-galismasi ile tam belirlenemez. Ancak, kosullarin zorlamast ile, yine
de bu tlrden arastirmalara ¢ok sik bagvurulur.

Yine, ornek yoklamalarinda da anket yapacagimiz kisileri ne agiklayict degisken bakimindan
manipiile edebiliriz ve ne de yanit degiskeni bakimindan ayni kosullar altinda 6lgebiliriz. Bu durumda
aragtirmacinin yapabilecegi yegane kontrol, anket sorusunu her denege ayni hassasiyetle
sorabilmekten ibarettir. Mesela projesinde bir partinin taraftarliinin cinsiyete gore degisip
degismedigi sorusuna cevap arayan bir arastirmaci ne cinsiyet degiskenini manipiile edebilecek ve ne
de yanit degiskenini ayn1 kosullar altinda dlgebilecektir.

Ornek yoklamalar1 icsel gecerlilik bakimindan ¢ok zayif olmalari miinasebeti ile degiskenler
arasindaki neden-ve-etki iligkilerini ortaya ¢ikarmaktan ziyade korelasyonlar: (yani cagrisimsal
iligkileri) bize bildirmekte yararlidir.

Nihayetinde, bir deneyin i¢sel gegerliligi miikemmeldir, yari-deneysel 6grenme-calismalarinin igsel
gegerliligi azalir ve 6rnek yoklamalarinin (ki bunlara korelasyonel 6grenme-galismalar1 da denir)
igsel gecerliligi ¢ok zayiftir.

Kontrol-altina alinmis bir deneyde rastgele secim ve rastgele atama prensiplerinin her ikisi de
birlikte mevcuttur. Fakat bir yari-deneysel 6grenme-galismasinda bunlardan yalnizca biri mevcut
olabilir. Ancak, ikisi birlikte asla mevcut degildir.
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Mini Proje 07

Bir bilimsel dergide yayimlanmus, tercihen kendi bilim alaninda, bir istatistiksel arastirma makalesi
bul. Kopyasini al. Aragtirma makalesini asagidaki hususiyetleri bakimindan degerlendiren bir rapor
hazirla.
1. Bir nifus sayimi mi, bir 6rnek yoklamasi mi, bir gézlemsel 6grenme-galigsmasi mi, yoksa bir
dizayn-edilmis deney mi? Nigin?
2. Arastirmacinin amaci nedir (yani hangi yararlilig giidiiyor)?
3. Arastirmacinin eregi/objektifi (yani arastirmanin sorusu veya hipotezi) nedir?
Bu bolimde 6grendigin terminolojiyi kullanarak, istihdam edilen veri toplama metodunu
detaylica betimle.
Yanlis yapilan herhangi bir sey var mi? Varsa, dogrusu olarak ne énerirsin?
Arastirmacinin vardig neticeler nelerdir? Hemfikir misin?
7. Makalenin kiinyesini su formatta belirt: Makalenin yazari, yayimlandigi yil, makalenin adi,
yayimlandigi derginin adi, ¢iktig1 say1, sayfasi.

&

ISl
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Giris

Betimleyici istatistikler ve ¢ikarimsal istatistikler istatistik biliminin iki safhasini olusturuyor.
Cikarimsal istatistikleri yapabilmek i¢in, olasilifi ¢ok iyi anlamis olmak gerekir. Esasen, bir
popllasyonun bir rastgele Orneginden o popiilasyon hakkinda bir genellestirmeye gitmek
belirsizlikleri ihtiva eder. Mesela, bir 6rnek, iginden ¢ekildigi popiilasyonun iyi bir temsilcisi midir?
Eger ayn1 popiilasyondan farkli bir 6rnek daha ¢ekseydik, hala ayni betimleyici istatistikleri elde
edebilecek miydik? Cok muhtemeldir ki aymi popiilasyondan c¢ekilecek farkli ornekler farkli
betimleyici istatistikler vereceklerdir. Oyleyse, bir drnekten genellestirme yapacagimiz zaman, hata
yapiyor olabilme sansimiz da vardir. Peki, bu olas1 hatay1 nasil 6lgebiliriz? Elbette bir olasilik modeli
kullanarak. Iste, olasiligin bir istatistik dersine dahil oldugu yer burasidir.

Bir olasilik modeli kullanarak, ornekten hesapladigin istatistiklerin miitekabil popiilasyon
parametrelerini ne kadar isabetlice kestirdiklerini degerlendirebilirsin.

Once, orta 6gretimdeki matematik derslerinde gérmiis oldugun olasilik teorisinin temel kavramlarina
ve olasilik kurallarina bir g6z atacagiz.

Rastgelelelik

Bir rastgele fenomenin tezahiriiniin (ya da daha hususi bir ifadeyle bir aktivitenin veya prosesin
rastgelece ger¢eklesmesinin veya gergeklestirilmesinin) sonucu olarak, bir degerin gézlenmesine
(ya da olctilmesine) bir istatistiksel deney denir. Bir istatistiksel deney ayni kosullar altinda her
tekrarlanisinda, 6nceden bilinen olanakli ¢ikimlardan herhangi biri ile sonuclanabilir. Deneyin
mabhiyeti geregi, bir ¢ikim sayisal veya kategorik bir deger olabilir.

Bir madeni paray1 veya zar attigini diigiin. O anki ¢ikimini bilebilir misin (yani atmadan 6nce veya
attiktan sonra ama bakmadan soyleyebilir misin)? Hayir! Ancak, yine de, paranin “yaz1” veya “tura”
gelmesinin; ve zarin 1, 2, 3, 4, 5, veya 6 gelmesinin ne kadar olabilirlikli olduguna dair bir kanaatimiz
vardir. Bu kanaat eger sozkonusu deneyi defalarca tekrarlarsak, bilhassa dogrudur. Nigin? Ciinki pek
cok sayida ve minik etkiler sonucu belirledigi igin, bir istatistiksel deneyin ¢ikimini Gnceden
kesinlikle bilebilmek pratikte imkansizdir. Mamafih, spesifik bir ¢ikimi1 6nceden bilebilmesek dahi,
belirli bir ¢ikimin meydana gelmesinin olabilirligine matuf bir olasi/1g: tayin edebiliriz.

Olasihigin Tanimi

Olasilik kavrami 400 yildan daha fazla bir siiredir yogun olarak dgrenilmeye-calisilan bir konudur.
Fransiz matematikgiler Pierre de Fermat’in (1607-1665) ve Blaise Pascal’in (1623-1662) kendi
zamanlarinda yazdiklar1 bazi1 yazilara kadar bir gegmisi vardir. Bu sire zarfinda olasiligin ¢esitli
tanimlar1 yapilmigtir. Burada yalnizca ikisinden bahsedecegiz ve olasiliklarin hesaplanmasinda veya
kestirilmesinde bunlardan birini en ¢ok kullanacagiz.

Ampirik Tamim: Bilyiik Sayilar Yasasi

Bir ¢ikimin nispi frekansi bu ¢ikimin meydana geldigi kerelerin orantisidir. Yani, ¢ikimin meydana
geldigi deneme sayisinin denemelerin toplam sayisina bolimudur.

Misal 1 Eger bir yillik periyotta yagmurlu giinlerin sayis1 73 ise, yagmurlu giinlerin nispi frekansi

73— 0.2 dir.
365

Nispi frekans bir istatistiksel deneyin her icra edilisinden sonra degisebilir. Mamafih, bir deney pek
cok kere tekrar edildigi zaman, bir ¢ikimin nispi frekansi bu ¢ikimin olasiligina yaklasma temaytili
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gosterir. Ki olasiligin ampirik tanimina gore, bir istatistiksel deneyin bir ¢ikiminin olasihgi 0 ¢ikimin
uzun-vadeli nispi frekans:dir.

Misal 2 Belli bir kavsaktan belirli bir glinde gecen 64 aracin 16 s1 kamyondur, bir baska giin gegen
50 aracin 19 u kamyondur. Iki nispi frekans, g = 0.25 ve ;—z = (.38, biribirinden farkli. Eger bu

kavsaktan gegen arag sayilarini pek ¢ok glin boyunca st Uste toplasaydik, kamyonlarin nispi frekansi
ne olurdu? Her ne kadar farkli giinler i¢in kamyonlarin nispi frekanslar1 kararsizlik gosteriyor olsa
da, cok uzun bir vade sonunda toplanan sayilar i¢in kamyonlarin nispi frekansi sabit bir degerde karar
kilacaktir ki bu degere bu ¢ikimin olasili1 adin1 veriyoruz. Bu kavsaktan gececek ilk aracin bir
kamyon olmas1 olasilig1 her ne olursa olsun, farzedelim 0.32, bu idealize edilmis sonuca, sonsuzca
uzun bir vadede tekrarlanan deneylerin ¢ikimlarini toplamak suretiyle ulasilacaktir.

Misal 3 (Similasyon) Asagida verilen rastgele sayilar tablosundaki her bir rakamin blyUk bir
fabrikadaki mesailerine gelen iscilere tekabiil ettigini farzedelim. Sifir, 1 ve 2 rakamlart tiitiin igenler;
3 ten 9 a kadarki (9 da dahil olmak (izere) rakamlar da titiin icmeyenler olsun. Tabloda soldan saga
dogru giderek, her 10 kisiden sonra tltin igenlerin birikimli nispi frekanslarini hesapla ve sonuglari
bir grafikte goster.

84177 06757 17613 15582 51506 81435 41050 92031 06449 05059
59884 31180 53115 84469 94868 57967 05811 B4514 75011 13006
63395 55041 15866 06589 13119 71020 85940 91932 06488 74987
54355 52704 90359 02649 47496 71567 04268 08344 26294 64759
08989 57024 97284 00637 89283 03514 59195 076835 03309 72605
29357 23737 67881 03668 33876 35841 52869 23114 15864 38942

Cevap: Birikimli nispi frekanslar soyledir: — = 0.2, = = 0.3, = = 0.3, ~ = 0.375, = = 0.36, = =
23 23 07 1033 20 30 o 40 50 ‘ 60
0.35, = 0.329, 50 = 0.288, 5 = 0.3, Too = 0.33 ve boyle gidiyor. Bu degerlerin buraya

yazmadiklarimizla birlikte grafigi sudur:

Nispi 0.4 -
frekans

0.3q * = - - L A el xas S .

0.2 ¢-

rtT 111 1TrTrtTr1Ti1Trrrrrrrrrrrrrrrrerod
10 30 50 70 90 110 130 150 170 190 210 230 250 270 290 Deneme
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 sayisi

Dikkat ediyorsan, birikimli nispi frekans grafigi once hayli dalgalaniyor fakat daha sonrasinda bir
duzey tutturuyor. Bir istatistiksel deney pek cok kere tekrarlanmaya devam ettikce, bir ¢ikimin nispi
frekansinin belli bir degere (yani bu ¢ikimin olasiligina ki 3/10) gittik¢e yaklagmasi kavrami blyik
sayilar yasasi olarak adlandirilir.

Olasiligin ampirik tanimina gore, bir istatistiksel deneyin ¢ikimlarinin olasiliklart birer kestirimdir.
Yani birer “yaklasimdir”. Ciinkii deneyi sonsuz kere tekrarlamak hi¢ bir zaman olanakli degildir ve
bu sebeple olasiligin degeri tam olarak hesaplanamaz.
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Olaylarin Olasiklarini Degerlendirmek

Bir istatistiksel deneyin herhangi bir ¢ikimina veya birden fazla ¢ikimina bir arada bir olay adi verilir.
Olasilik hesabi ¢ikimlar lizerinden yapilmakla birlikte, pratikte cogu zaman olaylarin olasiliklarindan
konusuruz. Mesela bir zar atisin1 bir deney olarak addedelim; zarin alt1 yiiziinden her biri bu deneyin
sonucunda olanakli birer ¢ikimdir. Zarda 5 gelmesi bir olay olarak addedileblecegi gibi zarda tek say1
gelmesi baska bir olay olarak addedilebilir. Ilk haldeki olay deneyin yalnizca bir ¢ikimindan (Ki 5)
olusurken ikinci haldeki olay deneyin ti¢ ayr1 ¢ikimindan (ki 1, 3 ve 5) olugsmaktadir.

Bir olayin sonucu veya sonuglar1 olmaz, bir istatistiksel deneyin sonucu bir olay olur.

Bir istatistiksel deneyin sonucuda belirli bir olayin meydana gelmesi olasiligi, bu olay1 olusturan
¢ikimlarin meydana gelmesi olasiliklarina dair matematiksel bir ifadedir. Matematiksel notasyon
geregi, olaylar alfabenin ilk sirasindaki biiyiik harflerle temsil edilir. Bir A olaymin olasilig1 P(A) ile
gosterilir.

Eger bir istatistiksel deney (gozlem) n kere tekrarlanirsa ve n yeterince biytkse, n, kere gozlenen
bir A olaymin olasilig1 sdyle tanimlanir:
ny, A nin frekansi

P(A) =—=
(4) n Deney sayisi

e

“=” sembolii yaklasik esitlik manasina gelir, fakat pratikte onun yerine her zaman semboliinii
kullaniriz. Mesela bu ders notunun yazari asistanlik yillarinda eskimis bir zarin hilesiz (veya adil)
olup olmadigini test etmek istemisti. Zar1 60 kere attiktan sonra 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 ¢ikimlar igin sirasiyla
12, 9,9, 8, 12 ve 10 frekanslarini elde etti. Deneyin tekrar sayisi, sonsuz kere ile kiyaslandiginda,
elbette ¢ok kiigiik kaliyor. Bunun bize isabetli olasilik kestirimleri temin edebilecegi hayli kuskulu
olmakla beraber, mevzubahis eskimis zarla yapilan bir atista 5 gelmesi olasiligi,

P(5) = 12 _ 0.2
60
ve tek say1 (1, 3 ve 5) gelmesi olasiligi,
12+9+12
P(Tek say1) = 0 - 0.55

olarak hesaplanir.

Klasik Tamim: Esit Olabilirlikli Cikimlara Olasihiklarin Atanmasi

Eger bir istatistiksel deneyin m sayidaki olanakli ¢ikimlarinin tiimi esit olabilirilikli ise, 0 zaman k
sayida ¢ikimi havi bir A olaymin olasilig1 sdyle tanimlanir:

A daki ¢ikimlarin sayisi

k
P(A) =—=
(4) m  Deneyin tiim olanakli ¢ikimlarinin sayisi

Buna gore atilan hilesiz bir zarin {iste gelen yiiziindeki saymin 5 olmast olasiligi,
1
P(5) = i 0.167
ve tek say1 (1, 3 ve 5) olmasi olasiligy,
3
P(Tek say1) = i 0.5

olarak hesaplanir.

Eger tiim olanakl1 ¢ikimlarin esit olabilirlikli oldugu varsayimi gegerli degilse, klasik olasilik tanimi
yanlis ve yaniltici sonuglar istihsal edecektir. Ampirik tanimin bu varsayima bagimli olmadigi agiktir,
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Oyle ki bu boélimde, bir ¢ikimin veya bir olayin olasiligini degerlendirmede veya kestirmede,
olasiligin ampirik tanimini, olasiligin klasik tanimi baglami icerisinde, kullanmaya devam edecegiz.
Zaten bir gozlemin (deneyin) ¢ikimlari esit olabilirlikli oldugu zaman, olasiligin ampirik tanimi
olasiligin klasik taniminin ampirik bir tatbiki olarak telakki edilebilir. $Oyle ki yiiriitiilen denemelerin
sonuglarmin kiimesi tiim olanakli ¢ikimlarin kiimesi olarak miilahaza edilirken, ilgilenilen olay1
meydana getiren sonuglar o olaya ait ¢ikimlar olarak mulahaza edilir.

Olasilik Kurallan

Bir deneyin tiim olanakli ¢ikimlarinin bir kiimesi 6rnek uzayi olarak adlandirilir ve S ile gosterilir.
Bu o6rnek uzaymin alt kiimeleri olan mubhtelif olaylarin olasiliklar1 daima O ve 1 arasinda olmak
zorundadir. Bir olasiligin 0 a yaklagsmasi, séz konusu olayin olabilirliginin azaldigi manasina
gelirken, bir olasiligin 1 e yaklagmasi ise, s6z konusu olayin olabilirliginin artti§i manasina gelir. Bir
istatistiksel deneyin tiim olanakli ¢ikimlarinin olasiliklarinin toplami daima 1 e esit olmak zorundadir,
yani P(S) = 1.

Misal 4 Bir markanin {irettigi bonbon sekerlerinden birini rasgele c¢ektigimizi ve rengini
kaydettigimizi farzedelim. Ornek uzayimiz:

S = {kahverengi, yesil, turuncu, sart, kirmizi}

Bu 6rnek uzayinda yer alan her bir ¢ikimin olasiligi, ayni renkteki tiim sekerlerin orantisidir. (Genel
manada bu idealize edilmis bir durumu ifade eder ki teker teker sekerleri birbiri ardinca agip
renklerinin, sonsuza giden bir siirecte belirlenmesini gerektirir.) Uretici firmadan ¢ikimlarin hakiki
olasiliklarini 6grendigimizi yine farzedelim:

Renk | Kahverengi Yesil Turuncu Sari Kirmizi
Olasilik | 0.3 0.2 0.2 0.1 0.2

Tiim olanakli ¢ikimlarin olasiliklarinin toplami 1 dir:
034+02+02+01+02=1
Yani, P(S) = 1.

Ayrik Olaylar

Ortak ¢ikimi bulunmayan olaylar, ayriktir. Ayrik olaylarin ayn1 anda (yani es zamanli olarak)
meydana gelmesi olanaksiz oldugu igin, bu iki olay ayn1 zamanda karsilikli engelleyendir.

Misal 5 Bir 6grenci yurdunda kalan 6grencilerin %40 1 ziraat fakiiltesine, %20 si tip fakiiltesine ve
%40 1 da edebiyat fakiiltesine kayithdir. Bu yurtta kalan 6grencilerden herhangi birini rastgele
cektigimiz zaman, bu 6grencinin ziraat fakiiltesi 6grencisi olmasi bir olaydir, tip fakiiltesi 6grencisi
olmasi bir olaydir ve edebiyat fakiiltesi dgrencisi olmasi bir olaydir. Bir 6grenci yalnizca bir
fakiilteye kayith olabilecegi i¢in, bunlar ayrik olaylardir.

Paray1 bir kere attigimizda, paranin yazi gelmesi A olayi, tura gelmesi B olay1 ise, bunlar ayriktir.
Clnku, iki olay ayn1 zamanda ger¢eklesemez. Parayi iki kere attigimizda, paranin birinci atista tura
gelmesi A olay, ikinci atista tura gelmesi B olay1 ise, bunlar ayrik degildir. Ciinkii iki olay ayni
zamanda gergeklesebilir (veya iki paray1 ayni anda attigimizda).

Tamlayan Olaylar

Bir olayin meydana gelmemesi olasiligi, yani, tamlayaniin olasiligi, o olayin olasiliginin 1 den
farkidir:

P(A%) =1-P(A4)
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Misal 6 Eger bir miiteahhitlik sirketinin bir ihaleyi kazanma olasilig1 0.3 ise, ihaleyi kazanamama
olasilig1 nedir?

Cevap: 1-03=0.7.

Toplama Kurah

Eger iki olay karsilikli engelleyen ise, yani, es zamanli olarak meydana gelmeleri olanakli degilse, bu
olaylardan en az birisinin meydana gelmesi olasiligi bu iki olayin tek baslarina meydana gelmeleri
olasiliklarinin toplamina esittir:

Eger P(ANB) =0 iss  P(AUB) = P(4) + P(B)

ki burada AN B (“A kesisim B” diye okunur) A nin ve B nin ayni anda meydana gelmesi
manasindayken, AU B (“A birlesim B” diye okunur) A nin veya B nin meydana gelmesi
manasindadir.

Misal 7 Eger bir komitenin bagkanligi icin Mujgan’nin, Tahsin’in ve Jale’in secilmesi olasiliklar
strasiyla 0.5, 0.3 ve 0.2 ise, komite baskaninin Miijgan veya Jale olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: 0.5+0.2=0.7.

Misal 8 Bir sosyal bilimci ingiltere’deki sosyal degisimi incelemek igin babalardan ve ogullardan
olusan biiytik bir drnek tlizerinde 6grenme-caligmasi yapmistir. Bu 6rnekte yer alan her bir babanin
ve ogulun sosyal statiisii, yani ait oldugu sosyal sinif, 6grenimi ve meslegi gibi faktorlere bakilarak
belirlenmistir. Buna gore sosyal sinif 1 (en diislik) ve 5 (en yiiksek) arasinda derecelendirilmistir.
Asagidaki tabloda, en diisiik siniftaki (1) bir babanin oglunun mensup olacagi sosyal sinif olasiliklar
veriliyor.

Ogulun sosyal simfi: | 1 2 3 4 5
Olastlik: | 048 0.38 0.08 0.05 0.01

Buna gore su olaylar1 goz oniine alalim:

A: ogulun 1.sinifta kalmasi
B:ogulun en st iki siniftan birine ulasmasi

Tablodaki ¢ikimlarin olasiliklarini kullanarak, bu olaylarin olasiliklar::

P(A) = 0.48
P(B) = 0.05 +0.01 = 0.06

Birinci siniftan bir babanin oglunun 1. sinifta kalmamasi olasiligi:
P(A®) =1-P(A)
=1- 048 =0.52

A ve B olaylar1 ayrik olduguna gore, 1. siniftan bir babanin oglunun yine 1. sinifta kalmasi veya en
ist 2 siniftan birine ulasmasi olasiligi:

P(AveyaB) =P(AUB) = P(A) + P(B)
= 0.48 + 0.06
= 0.54

Olaylar karsilikli engelleyen degilse, 0yle basitce olasiliklarini toplayamazsin.

Iki olay karsilikli engelleyen olmadiklari zaman, bu olaylarm olasiliklarmin toplami bu olaylarin
ortak meydana gelislerini iki kere sayar. Bu sebeple, iki olaydan en az birisinin meydana gelme
olasiligin1 dogru hesaplayabilmek i¢in, bu olaylarin tek baslarina meydana gelmeleri olasiliklarinin
toplamindan, bu iki olayin beraber (veya ayni anda) meydana gelmesi olasiligini ¢ikarmak gerekir.
Hal boyle olunca, miteakip kural gegerlidir.
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Genel Toplama Kurah
Herhangi iki A ve B olay1 i¢in, bu olaylardan en az birisinin meydana gelmesi olasiligi,
P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB).

Misal 9 Gegmis deneyimden biliniyor ki bir tip fakiiltesinde bir 6grencinin anatomi dersinden kalmasi
olasilig1 0.25, fizyoloji dersinden kalmasi olasiligi 0.21 ve her iki dersten de kalmasi olasiligr 0.13.
Bir 6grencinin anatomi dersinden veya fizyoloji dersinden kalmasi1 olasilig1 nedir?

Cevap:
0.25+0.21 -0.13 =0.33

Carpim Kurah

Bir olayin meydana gelme sansina bir bagka olayin meydana gelmesinin veya gelmemesinin bir tesiri
yoksa, yani iki olay bagimsiz ise, bu iki olayin her ikisinin de meydana gelmesi olasiligi bu olaylarin
tek baslarina meydana gelmeleri olasiliklarinin ¢arpimidir.

Misal 10 Farzet ki bir arkadasin ardi ardina 4 kere atilan bir zarda gelen sayilari bilsin. Bu sasirtict
tahminin gerg¢eklesmesi olasiligi nedir?

Cevap: Zar1 dort kere atmak ayni istatistiksel deneyi dort kere tekrar etmek demektir. Zarin 6nceki
atiligindaki ¢ikimin sonraki atilisindaki ¢ikima herhangi bir tesiri olmadigini biliyoruz. Buna “zarin
bellegi yoktur” denir. Oyle ise, bu ardisik bagimsiz olaylarm olasiliklarini garpabiliriz:

DEEE-6) -5

Olaylar bagimsiz degilse, Oyle basitce olasiliklarini carpamazsin.

Misal 11 Bir zar1 ve bir paray1 beraber attigimiz zaman, zarin 2 ve paranin tura gelmesi olasilig
nedir?

Cevap: Zarin 2 gelmesi olasiligi 1/6, paranin tura gelmesi olasiligi 1/2 ve bu iki olay biribirinden
bagimsiz olduguna, (yani, zarin 2 gelmesi veya gelmemesinin paranin tura gelmesine bir tesiri
olmadigina ve paranin tura gelmesi veya gelmemesinin zarin 2 gelmesine bir tesiri olmadigina) gore,
iki olayin olasiliklarini garpabiliriz.

1 (1) 1

6\2/ 12

P(2vetura) = —

Carpim kural1 ikiden ¢ok olay i¢in de genisletilebilir; yani, bir bagimsiz olaylar dizisi verildigi zaman,
bu olaylarin hepsinin meydana gelmesi olasiligi bunlarin tek baslarina meydana gelme olasiliklarinin
carpimina esit olacaktir.

Misal 12 Bir insanin kan grubu ebeveyninden kalit olarak gelir. Genetik bilimi bu kalitimin rasgele
gerceklestigini sdyler. Ebeveynlerin her biri, kan grubunu belirleyen iki ayr1 gen tasir ve bu genlerden
her birinin yavruya ge¢mesi olasiligi 1/2 dir. Biri anadan digeri babadan olmak tizere, yavruya gecen
bu iki gen yavrunun kan grubunu belirler. Ebeveyn genleri birbirinden bagimsiz olarak segilir.
Farzedelim ki ebeveynin her ikisi de O ve A genlerini tasiyor olsun. Eger ebeveynin her ikisinden de
yavruya O geni gegerse, yavrunun kan grubu O olacaktir, bunun disinda yavrunun kan grubu A
olacaktir. Eger A ile annenin yavruya O genini gegirmesi olayini ve B ile de babanin yavruya O genini
gecirmesi olayini gosterirsek, yavrunun kan grubunun O olmasi olasiligi:

P(Ave B) = P(A)P(A)
= (0.5)(0.5)
= 0.25

Bu olasilik bize, uzun vadede, bu ebeveynden dogacak tim cocuklarin 1/4 nlin kan grubunun O
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olacagini sdylemektedir.

Bagimsizligi ayriklik ile karistirma. Eger A ve B ayriksa, bu bize A meydana geldiginde B nin
meydana gelemeyecegini soyler. Buna gore ayrik olaylar bagimsiz degildir.

Paranin bellegi olmadigindan, eger hilesiz bir parayi atiyorsak, ardisik atiglarin birbirinden bagimsiz
oldugunu kabul ederiz. Bunun manasi, ilk atigin sonucunu gormiis bile olsak, mesela ikinci atista tura
gelme olasiliginin hala 1/2 oldugudur. Diger taraftan, bir oyun kagidi destesinden dagitilan ardisik
kartlarin renkleri bagimsiz degildir. Bir standart 52 lik oyun kagidi destesi 26 kirmiz1 ve 26 siyah
karttan olusur. Karilmis bir desteden ilk karti dagitirken kirmizi gelme olasilign 26/52 = 0.50.
Dagitilan kartin kirmizi oldugunu gordiikten sonra, geri kalan kartlar icerisinde sadece 25 kirmizi
oldugunu biliriz. Ikinci ¢ekilecek kartin kirmizi olmasi olasilifi, bdylece, 25/51 = 0.49. ilk
dagitilan kartin sonucunu bilmek, ikinci dagitilacak kartin sonucuna ait olasiliklar1 degistirdi.

Bir hemsire kan basincini ardi ardina iki kere dlgtiigiinde, bu istatistiksel deneyin iki sonucunun
bagimsiz oldugunu diisiinmen makuldiir. Ciinkii ilk sonug, ikinci okumay1 yaparken dlgme aleti
Uzerinde bir tesir yaratmaz. Fakat, eger bir IQ testi veya benzer bir zeka testine ardi ardina iki defa
giriyorsan, test puanlarin bagimsiz olmayacaktir. Ilk girisinde bir 6grenme durumu yasayacagimdan,
bu ikinci girisinde alacagin puana tesir edecektir.

Misal 13 AIDS viriisiinii tespit etmek maksadiyla yapilan bir tanilayici test 0.005 olasilikla yanlig
pozitif sonu¢ vermektedir. Yani, eger AIDS viriisii tagimayan bir kigiye bu test uygulanirsa 0.005
olasilikla bu viriisii tasidigini gésteren bir yanlis sonug ortaya ¢ikacaktir. Bir hastanede calisan 140
kisiye bu test uygulanacak. Bu 140 kisiden higbirinin AIDS viriisiinii tasimamasi halinde, en az
birinin yanlis pozitif ¢ikmasi olasilig1 nedir?

Cevap: Farkli kisiler i¢in test sonug¢larinin bagimsiz oldugu bir olasilik modeli diisiinelim. AIDS
virlisli tagimayan bir kisinin yanlis pozitif ¢ikmasi olasiligi 0.005 oldugundan, tamlama kuralina gore
bu kisinin negatif ¢ikmasi olasiligi 1 — 0.005 = 0.995 tir. Buna gore, 140 kisi igerisinde, en az bir
kisinin yanlis pozitif ¢ikmasi olasiligi:

P(en az bir yanlis pozitif) = 1 — P(hig biri pozitif degil)
1 — P(140 negatif)

1 - 0.496

= 0.504

Kosullu Olasilik ve Bagimsizhik

Yukarida zikrettigim bagimsizlik kavramini daha iyi anlayabilmek i¢in, 6nce kosullu olasilik fikrini,
yani, baska bir olayin meydana geldigi bilindigi halde, bir olayin olasili§ini incelemek lazim gelir.

Misal 14 Asagidaki tablo 1200 iniveriste 6grencisinin Alkol ve tiitiin aliskanliklarina ait bir
yoklamanin sonuglarini veriyor. Satir ve siitun toplamlar1 da hesaplanmastir.

Alkol igmiyor | Alkol igiyor | Toplam
Tutln igmiyor 315 165 480
Tutln igiyor 585 135 720
Toplam 900 300 1200

Bu 6grencilerden herhangi birinin tiitlin i¢iyor olmasi olasiligi nedir?

Cevap: P(Tiitiin) = % = 0.6.

Bir 6grencinin alkol i¢tigi bilindigi halde bu 6grencinin tUtlin i¢iyor olmasi olasiligi nedir?

Cevap: Simdi ilgimizi alkol icen 300 oOgrenciye yalnizca yoneltiyoruz, ve bdylece,
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P(Tutiin|Alkol) = % = 0.45. (Kullanmis oldugum notasyonu soyle okuruz: “alkol i¢tigi bilindigi

halde bir 6grencinin tiitiin igmesi olasiligr”).

Bir 6grencinin alkol igmesi olasiligi nedir?

: _ 300 _
Cevap: P(Alkol) = o0 = 0.25.
Tutln ictigi bilindigi halde bir 6grencinin alkol igmesi olasilig1 nedir?
Cevap: P(Alkol | Titiin) = = = 0.1875.

Kosullu olasiligin bir formiiliinii yazmamiz gerekirse, sdyle yazabiliriz:
P(ANB)
P(B)
Misal 15 Bir bolgedeki tarim isletmelerinin %90°1 sigir yetistiriyor ve %50 si hem sigir hem koyun

yetistiriyor. Bu bolgeden rastgele secilen bir igletmenin sigir yetistirdigi bilindigine gore, ayni
zamanda koyun yetistirmesi olasilig1 nedir?

P(A|B) =

Cevap:
P(KoyunNnSigir) 0.5 5
P(Sigir) 09 9

P(Koyun|Sigir) =

Misal 16 Saglakliga kars1 solakligin 1Q puanlari lizerinde bir etkisi olup olmadigini arastiran bir
psikolog 200 lise 6grencsini rastgele drneklemek suretiyle asagidaki veriyi toplamistir.

Saglak | Solak | Toplam

Yiksek 1Q | 190 10 200

Normal 1Q | 1710 90 1800
Toplam | 1900 | 100 2000

Bu gruptan rastgele secilecek bir 6grencinin yiiksek IQ lu olmasi olasiligi nedir?
Cevap:

200
2000 =
Solak oldugu bilindigi halde, rasgele segilen bir 6grencinin yiiksek IQ lu olmasi olasiligt nedir?

P(Yiiksek IQ) = 0.1

Cevap: llgilenilen popiilasyonu 100 solak dgrenciye daraltiyoruz ve

} 10
P(Yiksek IQ|Solak) = 100 = 0.1

Dikkat etmelisin ki yiiksek 1Q luluk olasilig1 6grencinin solakligindan etkilenmiyor. Diyoruz ki iki
olay, yiiksek I1Q ve solaklik, bagimsizdir.

Eger P(A|B) = P(A) ise, A ve B bagimsiz iki olaydir. Daha once belirtilmis oldugu iizere, bu
durumda ayn1 zamanda P(A N B) = P(A)P(B) dir.

Olaylarm karsilikli engelleyen olup olmadigi veya bagimsiz olup olmadig biribirinden ¢ok farkl iki
Ozelliktir. Birinci 6zellik olaylarin ayrik (yani kesisimsiz) oldugu manasina gelirken, ikinci 0zellik
bir olaymn meydana gelip gelmemesinin diger olay (zerinde bir etkisi olmadigi manasina gelir.
Dikkatini ¢ekmek istiyorum ki karsilikli engelleyen (yani ayrik) olaylar, bu olaylardan birinin
olasihig1 sifir olmadig: siirece bagimsiz degildir. Yani, karsilikli engelleme durumunda P(A N B) =
0 iken, bagimsizlik durumunda P(A N B) = P(A)P(B) dir. Ve bu iki durumun ayni anda dogru
olabilmesinin tek yolu P(A) = 0 veya P(B) = 0 olmasidir.

Sorulara sadece islem sonuglari ile cevap vermek yerine, sonuglarin nereden geldigini
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gostermelisin.

Sayma, Permiutasyon ve Kombinasyon

Eger bir olay m yoldan meydana geliyorsa ve bu yollardan her biri igin bir ikinci olay n yoldan
meydana geliyor ise, bu durumda iki olay birlikte mn yoldan meydana gelir. Buna saymanin temel
prensibi denir. Ayni prensip ii¢ veya daha fazla olay igin de gegerlidir.

Misal 17 Bir biiyiik sirket, ¢alisanlarinin kimlik kartlar1 i¢in sirasiyla iki harf ve ti¢ rakamdan olusan
bir kod kullanmak istiyor. Biribirinden farkli ka¢ kod basilabilir?

Cevap:
29(29)(10)(10)(10) = 841000

Ahstirma 1 Misal 17 deki kod i¢in eger harfler ve rakamlar karisik kullanilabilseydi, ka¢ farkli kod
basilabilirdi?

Misal 18 Bir siiftaki 6grencilerin 16 s1 oglan, 12 si kiz. Bu smiftan bir oglani ve bir kiz1 kag farkli
yoldan secebilirim?

Cevap: Oglan i¢in 16 farkli se¢im yapilabilir ve kiz igin 12 farkli secim yapilabilir. iki olaym birlikte
meydana gelebilecegi yollarin sayist:

16(12) = 192
Misal 19 Alt1 kisi arasindan bir bagkan ve bir bagkan yardimcisi kag farkli yoldan segilir?

Cevap: Baskan icin 6 farkli secim yapilabilir ve geri kalan 5 kisi arasindan da baskan yardimcisi
secilir:

6(5) = 30
Permutasyon
Mevcut n sayida nesne arasindan, r tanesini, sirasini1 gozeterek,
nn—-1)n-2)n-3)-(n—r+1)

farkl1 yoldan segebiliriz. Bu se¢imi yapmanin her bir farkli yolu bir permitasyon olarak adlandirilir
ve olanakli permiitasyonlarin toplam sayis1 P(n,r) ile temsil edilir:

n!
(n—r)!
Misal 20 Alt1 kisi igerisinden bir bagkan ve bir bagkan yardimcisi segimi kag farkli yoldan yapilabilir?

P(n,r) =

Cevap:
S QIOICICICIIC)
(6—2)! HR)(2)(1)

Misal 21 On iki atletin katildig1 bir maratonun sonucunda ilk 3 sira kag farkli sekilde ortaya ¢ikabilir?

P(6,2) = =6(5) =30

Cevap:
12!

12 -3)!

_ 12)anan®@@ @G 3)@)A)
OIOIDIOIOICIEICI]EY)

12(11)(10)

= 1320

P(12,3) =

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 9/12



Nispi Frekanslardan Olasiliklara

Kombinasyon
Mevcut n sayida nesne arasindan r tanesini, sirasini gozetmeksizin,
nn—-1Mn-2)(n—-3)-(n—r+1)
r!

yoldan secebiliriz. Bu se¢imi yapmanin her bir farkli yolu bir kombinasyon olarak adlandirilir ve
olanakli kombinasyonlarin toplam sayis1 C(n,r) veya (Z) ile temsil edilir:

n!
c(n,r) = m
Misal 22 Alti kisi iginden, iki kisilik bir komite kag¢ farkli yoldan segilebilir?
Cevap:
6 _ 6G)HR@M _ .
(6—-2)121  4(3)2)(M(2)(D)

Misal 23 A, B, C ve D harflerinden 3 U ile ka¢ permditasyon ve ka¢ kombinasyon elde edilir?

€(6,2) =

Cevap:
a,b,c a,c,b b,a,c b,c,a c,a,b c,b,a
a,b,d a,d,b b,a,d b,d,a d,a,b d,b,a
a,c,d a,d,c c,a,d cd,a d,a,c d,c,a

b,c,d b,d,c c,b,d c,d,b d,b,c dc,b

_ 4430 _
P(6,3) = G : =24
O | . 1)1C) O

(4-3)13 13)(2)(1)

Asamali Olasihik Hesaplar:

Misal 24 Bir cep telafonu iireticisi kullandigi baski devrelerin %70 ini F1 fabrikasinda ve geri
kalanin da F2 fabrikasinda yaptirmaktadir. Ge¢mis deneyime gore, F1 fabrikasinda yaptirdig1 baski
devrelerin %2 si kusurluyken, F2 fabrikasinda yaptirdiklarmin %4 G kusurludur. Ureticiye ulasan
herhangi bir par¢anin kusurlu olmasi olasiligt nedir?

Cevap: Bu gibi problemlerde asagidaki gibi bir agag¢ diyagram ¢izmek yararlidir.

.02
kusurlu

.04

kusurlu

Agag diyagrami takip ederek,
P(F1 n kusurlu) = P(F1) P(kusurlu|F1) = 0.7(0.02) = 0.014
P(F2 n kusurlu) = P(F2) P(kusurlu|F2) = 0.3(0.04) = 0.012

Bu asamada problemi bitirmek i¢in bir Venn diyagrami yararli olur:
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Fabrika F1 Fabrika F2
Kusurlu
parcalar

P(kusurlu) = P(F1 n kusurlu) + P(F2 N kusurlu) = 0.014 + 0.012 = 0.026

Yukaridaki analizi bir asama daha ileri gotiirebiliriz ve su gibi sorular1 cevaplayabiliriz: Eger
fabrikaya ulasan baski devreler igerisinden rastgele secilen bir parca kusurlu ise, F1 fabrikasindan
gelmesi olasiligl nedir? F2 fabrikasindan gelmesi olasiligi nedir?

P(F1 N kusurlu) 0.014
P (kusurlu) ~0.026
P(F2 N kusurlu) 0.012
P (kusurlu) ~0.026

= 0.5385

P(F1|kusurlu) =

= 0.4615

P(F2|kusurlu) =

Kosullu olasiliklart 6grenmeye-calisirken, agac diyagramlar ¢ok yararl olabilir.

Misal 25 Bir marketin ii¢ farkli yone agilan kapilarinda birer kasasi var ve bu kasalardan gegen giinliik
ortalama miisteri sayilari, sirasiyla 120, 180 ve 100. Gegmis deneyimden biliniyor ki herhangi bir
miisterinin bir geciste 100TL den fazla harcamasi olasiligi, bu kasalar i¢in, sirasiyla 0.5, 0.6 ve 0.7.
Markette bulunan miisterilerden biri rastgele secilirse, 100TL den fazla harcamasi olasiligi nedir?
Miisterinin 100TL den fazla harcadig: bilindigi halde, birinci kasadan ge¢gmis olmasi olasiligr nedir?

180 100

. _ 120 _ _ 180 _ _ 100 _ o .
Cevap: P(K1) = 200 = 0.3, P(K2) = 200 = 0.45, P(K3) = 200 = 0.25 olduguna gore,
D
; K1 ———— >100TL P(K1M>100TL) = (.3)(.5) = .15
.45 )
K2 >100TL  P(K2 M>100TL) = (.45)(.6) = .27
.25
44
K3 ———— >100TL P(K3 MN>100TL) = (.25)(.7) = .175
Simdi, P(> 100TL) = 0.15 + 0.27 + 0.175 = 0.595 ve P(K1| > 100TL) = == = 0.252.
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Mini Proje 08

Bir olay sec, dyle ki bu olay herkes i¢in ayni ¢ikimla sonuglaniyor olsun. Mesela, gelecek Pazar
giiniiniin yagmurlu olmasi gibi. Ve dyle bir olay olsun ki bu, olasilig1 agik¢a 0 veya 1 olmasin. On
kisiden bu olayin olasiligin1 degerlendirmelerini iste. Biribirlerinin cevaplarini isitmelerine izin
verme. Ayni kisilere, Ote taraftan, hilesiz bir oyun kagidi destesinden rastgele segilecek bir kartin
kupa olmasi olasiligini da sor. Her iki soruya verilen yanitlarin degiskenliklerini belirle ve biribiriyle
karsilastir. Nigin farkli oldugunu agikla. Yani, bu olasiliklar esit olabilirlikli ¢ikimlarin bir kiimesinin
olasilig1 olarak mi1 hesaplaniyor, gézlenen ¢ikimlarin uzun-vadeli bir kiimesine mi dayaniyor veya bir
subjektif degerlendirme olarak m1 yapildi?
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BOLUM 09 | RASTGELE DEGISKENLER VE KESIKLI OLASILIK
DAGILIMLARI

Giris

Istatistigin toplumda iki rolii var. Birincisi, Istatistik steryotipler yaratma isidir. Haydi “kadinlar
adamlara gore daha guleryiizlidlr” hipotezini miilahaza edelim. Steryotipi tesis etmek igin, veriyi
toplamaya ve onu kullanarak bir netice ¢ikarmaya ihtiyacimiz var. Cogu zaman, netice verinin bir
farki teklif etmesi veya etmemesidir. Netice (neredeyse) hi¢ bir zaman bir farkin hakikaten var olup
olmadig1 degildir. Yalnizca verinin bir fark: teklif edip etmedigi ve ne kadar 1srarla teklif ettigidir.
Istatistik toplumdaki bu roliinii en az 100 yildir oynamaktadir.

Istatistigin toplumdaki daha az bilinen ikinci rolii steryotipleri madara etmektir. Istatistik degiskenligi
takdir etmek (kiymetlendirmek) hakkindadir. Degiskenligi anlamak, onu agiklamak ve onu kontrol
altina almak hakkindadir. Sunu beklerim ki yeterli veri ile kadinlarin adamlara gére ortalamada
gercekten daha giileryiizlii oldugunu gosterebiliriz. Cok fazla veri toplamak miinasebetli degiskenleri
kontrol altina almaya yardim eder ve bir netice ¢ikarmamizi temin eder. Fakat yine sunu beklerim ki
rastgele bir kadinin rastgele bir adama gore daha guleryizli olup olmadigini asla isabetlice tahmin
edebilmeyiz. Insanlar arasinda ¢ok fazla degiskenlik var. Gruplar arasinda farklar oldugu zaman bile,
gruplarin igindeki bireylerin gosterdigi degiskenlik ile karsilatirildiginda, bu farklar cogunlukla bariz
degildir. Bireylere dair beyanlar igin, ¢ok fazla veri toplamak yalnizca yiiz yiize geldigimiz
belirsizligin sinirlarini daha isabetlice beyan etmemize yardim eder.

Nihayetinde, Istatistik degiskenlige tabi verinin analizinden bir netice cikarabilmek ve esitce
cikarabilmemek hakkindadir. Tim veri degiskenlige tabidir. Degiskenligi nicelemek igin,
istatistik¢iler olasilik kavramlarini kullanir. Veri i¢in olasilik modelleri yaratmak suretiyle, veriyi
analiz ederler.

Rastgele Degisken

Bir istatistiksel deneyin ¢ikimlarinin sayisal bir betimlemesi bir rastgele degisken olarak adlandirilir.
Rastgele degiskenler genellikle Ingiliz alfabesinin sonundaki biiyiik harflerle temsil edilir, mesela W,
X, Y, veya Z gibi. Eger Y bizim rastgele degiskenimizi temsil ediyorsa, olanakli ¢ikimlarim1 Y =
Y1,Y2,Y3 -+ olarak listeleriz. Mesela bir madeni paray1 dort kere atarsak, ¢ikimi yazilarin ve turalarin
bir dizilimi olarak kaydedebiliriz, mesela TY YT gibi. Bu ¢ikimin bir sayisal betimlemesi, mesela dort
atista gelen yazilarm sayis1 olabilir. Istatistiksel notasyonu takibederek, yazilarin sayismi Y ile temsil
edelim. Eger bizim ¢ikimimiz TYYT ise, o zaman Y = 2 dir. Bir sonraki ¢ikim YYYT ise, Y = 3
olur. Bu istatistiksel deneyin olanakli ¢ikimlari i¢in, Y nin alacagi degerler 0, 1, 2, 3 ve 4 tiir. Yani,
Y=0,1,2,3,4olur.

Bir rastgele degiskenin bir ¢ikiminin olasiligl, meydana gelme sansinin bir ifadesi olarak ¢ogu zaman
0 ve 1 arasinda bir reel sayidir. Mesela, bir parti malda bes kusurlu par¢a ¢ikmasi olasiligi 1/20
olabilir, bir sirketin bir yil iginde 7 ihale almasi olasiligi 0.01 olabilir ya da bir hastaliga yakalanan
ti¢ kiginin de iyilesmeleri olasiligi 0.95 olabilir.

Standart matematiksel notasyona goére, bir Y rastgele degiskeninin y degerini almasi olasiligi
P(Y =y) =P,(y) =p(y) ile gosterilebilir. Boylece, P(Y = 0) = P,(0) =p(0), P(Y =1) =
Py(1) = p(1), ... yazilabilir.

Misal 1 Hastahane kayitlari belirli bir hastalik teshisi ile yatisi yapilan hastalarin 1/2 sinin 1 gun,
1/4 Unin 2 gun, 1/5 inin 3 giin ve 1/20 sinin 4 giin i¢inde taburcu edildigini gosteriyor. Eger Y ile
yatis glnlerinin sayisini temsil edersek, Y bir rastgele degiskendir ve 1/2 olasilikla 1 degerini, 1/4
olasilikla 2 degerini, 1/5 olasilikla 3 degerini ve 1/20 olasilikla 4 degerini alir.
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Misal 1 deki rastgele degiskenin kesikli odugunu sdyleriz, ¢iinkii yalnizca sayma sayilarini (yani, tam
sayilar1) deger olarak alabilmektedir. Ote taraftan, Misal 2 deki rastgele degiskenin stirekli oldugunu
sOyleriz, ¢cinki tam sayilarin yanisira say1 dogrusu tizerindeki bir aralikta bulunan herhangi bir bagka
degeri de (yani reel sayilar1) alabilmektedir.

Misal 2 Bir siirat teknesinin hizin1 Y rastgele degiskeni ile temsil edelim. Siirat teknesi belki saatte
423.275 km hiz yapacak; belki 423.275078 km, belki 423.2750781000256 km, belki de belli bir
araliktaki herhangi bir bagka hizda gidecek. Bu durumda, siirat teknesinin hizinin saatte 423 km ve
424 km arasinda olmasi olasiligini sorabiliriz.

Bir Y kesikli rastgele degiskenine ait olasihik dagihim (veya olasilik modeli), bu rastgele degiskenin
alabilecegi her bir y degerini ve P(Y = y) olasiligini veren bir liste veya formiildiir.

Mesela para atmak gibi pek ¢ok uygulamada, yalnizca iki olanakli ¢ikim mevcuttur. Baska benzeri
misaller, sunlardir: yarin yagmur yagacak veya yagmayacak, aldigin iirin saglam ¢ikacak veya
cikmayacak, isciler greve gidecek veya gitmeyecek, ameliyat basarili olacak veya olmayacak,
rastgele segilen bir kisinin aylik kazanct S000TL den daha yuksektir veya degildir.

Yalnizca iki olanakli ¢ikimi olan bir deneye Bernoulli deneyi adi verilir. Bir Bernoulli denemesi
olasilik ve istatistikte yiiriitebilecegin en basit deneydir ki yalnizca iki olanakli ¢ikimdan birisi ile
sonuglanir. Bu ¢ikimlardan birisi basarili (veya arzu edilen) sonug olarak nitelenir ve sayisal olarak
1 ile betimlenirken, digeri basarisiz (veya arzu edilmeyen) sonug olarak nitelenir ve sayisal olarak 0
ile betimlenir. Basarili sonucun olasiligi 7 ile simgelenir. Buna gére basarisiz sonucun olasiligi daima
1 — m dir.

Misal 3 Onceki deneyim gosteriyor ki belirli bir fabrikanm {irettigi ampullerin 10 da 1 i arizaldr.
Bu fabrikanin iirettigi ampullerden birini satin alirsan, arizali ¢ikmasi ve arizali gtkmamasi olasiliklar
nedir?

Cevap: Rastgele secilen bir ampuliin arizali ¢gikmasi olasiligi,

1
PY=1)=n=—=0.1
Y=D=r=15

Arnzali ¢cikmamasi olasiligl,

P(Y=O)=1—n=1—i=1—0.1=0.9.
10
Bazi durumlarda, iki-¢ikimli proseslerin (yani istatistiksel deneylerin) sonuglart birden cok kere
gozlenir. Mesela, bir iiretim bandindan rastgele se¢ilen dort parga tiriinden en ¢ok birinin kusurlu
¢ikmasi sansin1 6grenmek isteyebiliriz, dikilen 9 fidandan en az 7 sinin tutmasi sansin1 ya da yapilan
4 atigtan tam iksinin hedefe isabet etmesi sansin1 6grenmek isteyebiliriz. Bunlar gibi iki-¢ikimli bir
prosesin (yani bir Bernoulli deneyinin) belli sayida kere bagimsizca tekrarlandigi ve olanakli iki
¢ikimdan her birinin olasiliginin her tekrarlamada ayni kaldig1 bir durumda, basirili sonuglarin sayisi
icin binomiyal (iki-terimli) olasihiklar hesaplanabilir.

Misal 4 Bir ampuliin bozuk olmasi olasiligi 0.1 dir. Rastgele secilecek dort ampulln timanun de
bozuk olmasi olasilig1 nedir?
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Cevap: Bagimsizliktan dolay1 (yani, bir ampuliin bozuk olmasina baska herhangi bir ampultin bozuk
olup olmamasinin bir tesiri olmamasindan dolay1), tim ampullerin bozuk olmasi olasiligint bulmak
icin, ampullerin teker teker bozuk olmalar1 olasiliklarini biribiriyle ¢arpabiliriz:

P(Y = 4) = 0.1(0.1)(0.1)(0.1) = 0.1* = 0.0001

Misal 5 Yine, bir ampuliin bozuk olmasi olasilig1 0.1 dir. Rastgele secilecek ti¢ ampulden tam olarak
ikisinin bozuk olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: Problemi su sekilde parcalayabiliriz: Ilk iki ampuliin bozuk ve iiciinciiniin saglam olmasi
olasilig1 0.1(0.1)(0.9) = 0.009 dur. (Dikkatini ¢gekmek istiyorum ki ampuliin bozuk olmasi olasiligi
0.1 olduguna gére, saglam olmasi olasilig1 0.9 dur). ilk ampuliin saglam ve diger iki ampulin bozuk
olmasi olasilig1 0.9(0.1)(0.1) = 0.009 dur. Nihayetinde, ikinci ampuliin bozuk ve diger ikisinin
saglam olmalar1 olasiligi 0.1(0.1)(0.9) = 0.009 dur. Her ii¢ kombinasyonun olasiliklarini
topladigimizda, ii¢ ampulden tam ikisinin bozuk olmasi olasligint 0.009 + 0.009 + 0.009 = 0.027
olarak buluruz.

Misal 6 Misal 5 ten devamla, rastgele segilen sekiz ampulden tam ii¢liniin bozuk olmasi olasilig
nedir?

Cevap: Yine problemi pargalayalim. Mesela, ikinci, besinci ve sekizinci ampullerin bozuk olamasi
olasiligi,

0.9(0.1)(0.9)(0.9)(0.1)(0.9)(0.9)(0.1) = 0.130.9%> = 0.00059049.
Ugiincii, dordiincii ve yedinci ampullerin bozuk geri kalanlarin saglam olmasi olasilig,
0.9(0.9)(0.1)(0.1)(0.9)(0.9)(0.1)(0.9) = 0.130.9°> = 0.00059049.

Anlagilabilecegi iizere, li¢ bozuk ve bes saglam ampuliin herhangi bir belirli diziliminin olasilig1
0.13(0.9%) = 0.00059049 dur. Béyle kag dizilim mevcuttur? Baska bir deyisle, bozuk ampuller igin,
sekiz pozisyondan ti¢linii kac farkli yoldan ¢ekebiliriz (geriye kalan bes pozisyon saglam ampuller
igindir). Cevabi bize kombinasyonlar verir:

8y 8! _8(7)(6)
(3)_5!3!_ 3(2) =56

Bu 56 dizilimden her birinin olasilig1 0.00059049 dur. Buna gore, sekiz ampulden tam ii¢liniin bozuk
olmasi olasili g1 56 X 0.00059049 = 0.03306744 tir. Ya da:

p(y=3)=(§

Misal 7 Bir sirkette ¢alisanlarin %30 u tiitiin igiyor. Bes kisilik bir grubu rastgele secersen, bunlardan
tam ikisinin thtdn igicisi olmasi olasiligi nedir?

>0.13(0.95) = 56(0.13)0.9%5 = 0.03306744

Cevap: Soyle akil yiiriitiiyoruz. Bir kisinin tiitiin i¢mesi olasiligt %30 = 0.3 olduguna gore, bir
kisinin tiitiin igmemesi olasiligt 1 — 0.3 = 0.7. Tutln igen iki kisinin ve tiitlin i¢gmeyen ii¢ kisinin
belirli bir diziliminin olasilig1 0.32(0.7%) = 0.03087. Boyle dizilimlerin sayis1,

(5)_ 51 _ 10
2] 2131 T

Bu 10 dizilimin her birinin olasiligi 0.03087 olduguna gore, nihai cevabimiz 10 X 0.03087 =
0.3087. Ya da:

5 5!
P(Y=2)= (2) 0.3%2(0.7%) = ﬁ0.320.73 = 0.3087

Binomiyal (iki-terimli) Olasiik Dagihm

Yukarida rastgele fenomenlerin iki-gikimli (binomiyal) sonuclarina dair yaptigimiz olasilik
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hesaplarin1 simdi bir genel prensiple ifade edecegiz. Farzedelim ki bir istatistiksel deneyin basar: ve
basarisizlik olarak adlandirilan iki olanakli ¢ikimi var; basari olasiligl  ye ve basarisizlik olasiligi
1 —m ye esit. Elbette ki w4+ (1 —m) = 1. Ve yine farzedelim ki deney n defa tekrarlaniyor ve
herhangi bir belirli defaki ¢ikimin herhangi bir baska defaki ¢ikima hig¢ bir tesiri yok. Buna gore, Y
rastgele kesikli degiskeni i¢in yapilan n tane gozlem igerisinde tam y tane basar1 olasilig1 (ve boylece
n — y tane basarisizlik olasilig1) s6yle hesaplanir:

|
yl(n—y)!

Misal 8 Bir sig1r irkinda bir buzaginin albino dogmasi olasiligi 0.125 tir. Bu irktan alt1 tane gebe inegi
bulunan bir isletmecinin tam olarak bir tane albino buzagiya sahip olmasi olasilig1 nedir?

P(Y=y) = (;l) ’(1-m)"Y = (1 —m)"Y
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Cevap: Eger bir buzaginin albino dogmasi olasiligir 0.125 ise, albino dogmamasi olasiligi 1 —
0.125 = 0.875 tir. Eger alt1 buzagidan birisi albino ise, 6 — 1 = 5 buzag albino degildir. Buna gore,
bilmek istedigimiz olasilik,

6 6!
PY=1)= (1) 0.125'0.875° = 1'—5'0.12510.8755 = (.385.
Olasilik uygulamalar1 pek ¢ok zaman, “en az”, “en ¢ok”, “-den az” ve “-den ¢ok™ gibi ibareleri
havidir. Boylesi durumlarda, problemin ¢6ziimii, iki veya daha fazla hal i¢in sonuclarin toplanmasini
gerektirir.

Misal 9 Bir fabrikada bir parti malin tiretimi tamamlandiktan sonra, su kalite kontrol prosediirii takip
edilmektedir: Eger rastgele secilen 10 parcadan en az sekizi tiim spesifikasyonlar1 sagliyor ise, 0
partinin tiimiiniin sevkiyati onaylaniyor. Eger iiretilen bir parti malin, gercekte, %85 1 tiim
spesifikasyonlar1 sagliyor ise, kalite kontrol prosediirii uygulandiktan sonra bu partinin sevkiyatinin
onaylanmasi olasilig1 nedir?
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0.3

0.2
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!
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cevap: Rastgele secilecek bir parganin spesifikasyonlart saglamasi olasiligi 0.85 ve boylece
spesifikasyonlar1 saglamamasi olasiligit 1 — 0.85 = 0.15 olmalidir. On parg¢adan en az sekizinin
spesifikasyonlar1 saglamasi olasiligini bulmak istiyoruz. Yani, tam sekiz veya tam dokuz veya tam
10 parganin spesifikasyonlar1 saglamasi olasiligi. Bu {i¢ halin binomiyal olasiliklarini toplayacagiz:
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10 parganin tam 8 tanesinin 10 parganin tam 9 tanesinin 10 parg¢anin tam 10 tanesinin
spesifikasyonlar1 saglamasi spesifikasyonlar1 saglamasi spesifikasyonlar1 saglamasi
10 10 10
8 2 + 9 1 + 10 0
( 3 ) 0.85°0.15 ( 9 ) 0.85°0.15 (10) 0.85°70.15

10! 10! 10!
_ 8 152 90 1&1 10() 10
P(Y>8) = 3171 0.85°0.15“ + SIET 0.8570.15" + 10101 0.85°70.15

= 0.82

Y~B(n, ) notasyonu Y degiskeninin 6rnek hacmi n ve basari olasiligi 7 olan bir binomiyal
dagilima sahip oldugunu ifade eder.

Misal 10 Misal 9 deki probleme devamla, iretilen bir parti malin, gercekte, %70 i tim
spesifikasyonlari sagliyor ise, kalite kontrol prosediirii uygulandiktan sonra sevkiyatinin onaylanmasi
olasilig1 nedir?

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Cevap:

10 10 10
P(Y =28) = ( 3 ) 0.780.3% + ( 9 ) 0.7°0.31 + (10) 0.7100.3°

= 450.780.3%2 + 100.7°0.3* + 10.71°0.3°
= 0.383

Bazi durumlarda, tamlayan olayin olasiligini hesaplamak ve 1 den ¢ikarmak daha kolaydir.

Misal 11 Atilhan Déver adli boksoriin kariyerindeki tiim maglart gozlendiginde, nakavt ile
kazandiklarmin orantis1 0.325. Bu boksoriin ¢ikacagi bes magtan en az birini nakavtla kazanma
olasilig1 nedir?

0.4
0.3
0.2
0.1
0

0 1 2 3 4 5

Cevap: Tam bir nakavt, tam iki nakavt, tam {i¢ nakavt, tam dort nakavt ve tam bes nakavt
olasiliklarin1 toplayabiliriz. Mamafih, “en az bir nakavt”in tamlayani “sifir nakavt”tir. Tam sifir
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nakavt olasilig1,
5
P(Y=0)= (
v=0=(
ve buna gore, bes magta en az bir nakavt olasiligi,
P(Y>=1)=1-P(0)=1-0.14 = 0.86.

Misal 12 Bir siipermarket miisterilerinin %35 inin ddemelerini nakit parayla yaptigini belirlemistir.
Bir kasada bekleyen yedi miisteri varsa, 6demelerin dortten azinin nakit parayla yapilmasi olasiligi
nedir?

)0.32500.6755 =0.675%> = 0.14

Cevap: Bu durumda, “dortten az”’imn manasi “sifir veya bir veya iki veya {i¢”tiir.

7 7 7 7
P(Y < 4) = (0) 0.35°0.657 + (1) 0.3510.656 + (2) 0.3520.655 + (3) 0.35% x 0.65*
— 0.657 + (7)0.3510.656 + (21)0.3520.655 + (35)0.35%0.65

=0.8

Bazen, olanakli tiim ¢ikimlarin herbirinin olasiligini hesaplaman istenebilir, senden. Boyle olunca,
sonuglarin toplamda 1 i vermeleri gerektigini unutmamalisin.

Misal 13 Bir bebegin kiz dogmasi olasiligi 0.51 ise, bes ¢ocuklu bir ailenin tiim gocuklarinin kiz
olmasi olasiligt nedir? Tam dort kiz? Tam ti¢ kiz? Tam iki kiz? Tam bir ki1z? Tiimii oglan?

0.35
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Cevap:

5
P(5 kiz) = (5> 0.5150.49° = 0.515 = 0.0345
5
P(4kiz) = ( 4) 0.51%0.49! = (5)0.51%0.49 = 0.1657

5

P(3kiz) = ( ) 0.51%0.49% = (10)0.5130.492 = 0.3185
5

P(2kiz) = (2) 0.5120.493 = (10)0.5120.493 = 0.3060

P(1kiz) = ( ) 0.5110.49* = (5)(0.51)0.49* = 0.1470

P(0kiz) = (0) 0.51°0.495 = 0.495 = 0.0283

Z P(y) = 0.0345 + 0.1657 + 0.3185 + 0.3060 + 0.1470 + 0.0283 = 1.0000

Misal 13 teki gibi bir liste bir olasilik dagilimini gésterir ki tim ¢ikimlarin ve bu ¢ikimlarin
olasiklarmin bir listesidir. Bir olasilik dagilimi aymi zamanda bir olasilik modelidir. Istatistik
biliminde, her popiilasyon miitekabil bir olasilik dagilimi ile 6zdeslestirilir.
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Binomiyal olasilik modeli s6z konusu oldugunda, verilen misallerden agik¢a anlasilmis olacagi tizere,
7 nin aldig1 deger dagilimin seklini belirlemektedir. Meselan = 10 oldugu zaman, r = 0.1, m = 0.3,
m = 0.5, 7 = 0.7 ve = = 0.9 igin ¢izilen histogramlar soyledir.

Hhﬂﬂhiﬂ]jlﬂﬂh il

@ 1 3 % & B & T & B 18 & 4 oA & § W  p L 1 3 & % 4 T E S M & I ] &4 F M 4 % B F oA B A0

=01 =105 T=07 m=08

Geometrik Olasihk Dagilim

Eger bir istatistiksel deneyin basar: ve basarisizlik olarak adlandirilan iki olanakli ¢ikimi var, basari
olasilig1 w ye ve basarisizlik olasiligi 1 — 7 ye esit ve deneyler biribirinden bagimsiz ise, Y rastgele
kesikli degiskeni i¢in yapilan gozlemlerde ilk basariin y inci deneyde elde edilmesi olasilig1 soyle
hesaplanir:

PY=y)=0-n)x

Misal 14 Bir patates cipsi markasinin triinlerinin %12 sinde hediye ¢eki vardir. Bir miisterinin ilk
hediye ¢ekini ii¢iincii cips paketinde bulmasi olasiligi nedir?

0.12
0.11 ~
0.1 ~
0.09 -~
0.08 -~
0.07 -~
0.06 -
0.05 -~ L
0.04 -~
0.03 -~
0.02 -~

0.01 -~

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49
Cevap:
P(Y =3) = 0.8820.12 = 0.092928
[k hediye ¢ekini en ge¢ dérdiincii cips paketinde bulmasi olasiligi nedir?
Cevap:
P(Y <4)=0.12 + 0.88(0.12) + 0.8820.12 + 0.8830.12 = 0.40030464

Olasihik Dagilimlarmin Simdlasyonu

Cebirsel hesaplamalar yapmak yerine, olasilik problemlerini ¢bzmek Uzere bazen simdilasyon
kullaniriz.
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Rastgele Degiskenler ve Kesikli Olasilik Dagilimlari

Misal 15 Futbol maglarina dair yapilan bir 6grenme-galismasi, bir 6nceki magini kazanmis olan
takimlarin, ¢ikacagi ilk maci kazanma sansinin %60 oldugunu gosteriyor. Buna gore, bir onceki
magclarin1 kazanmis bes takimdan en az dordiiniin ¢ikacaklar ilk maglar1 kazanacaklarina inanmak
akla uygun mudur? Bu soruyu simulasyon kullanarak cevapla.

Cevap: Rastgele degiskenin gozlenen degerlerinin bir simiilasyonunu yapacagiz. Bu maksatla
rastgele sayilar tablosununun (Tablo A) ilk alt1 satirin1  kullanacagiz. Bir 6nceki magini kazanmis
olan takimlarin, ¢ikacagi ilk mag1 kazanma sansi %60 oldugu igin, tablodaki iki basamakli sayilardan
01 ve 60 arasinda olanlar1 bu ¢ikimi temsil etsin. Tabloda bu kosulu saglayan ¢iftlerin altini ¢iziyoruz.
Her bes ¢iftlik grup igerisinde, kag¢ tanesinin 01 ve 60 arasinda oldugunu kaydediyoruz. sayilarin
kendini tekrar etmesinin mahsuru yok.

8417706757
5988431180

1761315582

5150681435

4105092031

0644905059

5311584469

6339555041
5435552704
0898957024
2935723737

1586606589
9035902649
9728400637

9486857967
1311971020
4749671567
8928303514

0581184514

7501113006

8594091932
9426808844
5919507635

6788103668

3387635841

5286923114

0648874987
2629464759
0330972605
1586438942

Mesela, bes ¢iftlik ilk grupta, bes ciftten ikisi 01 ve 60 arasindadir (17 ve 57). Ikinci grupta, bes ¢iftten
ticli istenen araliktadir (17, 31 ve 55). Nihayetinde, tim ¢ikimlarin frekanslarini bir tabloya dokersek,

Galibiyet sayis1 | Frekans
0 1

0

4

8

12

5

OB WN -

Bu simulasyonda gortyoruz ki 30 kerenin 17 sinde, bir énceki magini kazanmis olan bes takimdan
en az dordi ¢ikacaklart ilk maglari kazanacaklardir. Boylece, asil sorunun cevabina gelirsek, bir
onceki magini kazanmis olan bes takimdan en az dordiiniin ¢ikacaklar1 ilk maglar1 kazanacaklarina
inanmak akil dig1 degil. (Peki, rastgele sayilar tablosunun tamamini kullanmak suretiyle, eger 30
kereden sonra simulasyonu devam ettirseydik, sonuc ne olurdu?)

Sunu unutmaman gerekiyor Ki érneklerin sayisi ile 0rnek hacmi ayni sey degildir. Dikkat ettiysen,

yukarida her biri bes magtan olusan 30 6rnegi simiile ettik (yani hacmi 5 olan bir 6rnek ¢ekme islemini
30 kere yineledik).

Misal 15 te Ornekleme yapmak igin kullandigimiz simiilasyon, binomiyal dagilima iliskindi.
Miiteakip misalde ise, geometrik dagilima iliskin olacak. Biliyoruz ki bir geometrik dagilim ilk
basarili ¢ikim elde edilinciye kadar icra edilmesi gereken deney sayisina ait olasiliklart gosterir.

Bir simiilasyon yaptigin zaman, dyle detaylica betimlemelisin ki baskalar1 da senin prosediiriinii
tekrarlayabilsin.

Misal 16 Pazara yeni giren bir otomobil markasinin taninirlik oran1 0.3 tiir. Simiilasyon kullanarak,
rastgele secilecek birinci kisinin, ikinci kisinin, ti¢iincii kiginin ve sonraki kisilerin markay1 taniyacak
ilk kisi olmasi olasiliklarii hesapla.

Cevap: Rastgele sayilar tablosunu, 6rneklerin simiilasyonu igin kullaniyoruz. Tabloda yeralan 0, 1
ve 2 sayilart markanin taninmasi ¢ikimini temsil ederken, kendileri de dahil olmak Gzere 3 ve 9
arasindaki rakamlar markanin taninmamasi ¢ikimini temsil etsin. Soldan saga dogru, tablodaki
rakamlar birer basamak olarak okuyoruz ve 0, 1 veya 2 rakamlarina gelinceye kadar kagar tane
basamak gectigimizi kaydediyoruz. Misal 15 te yaptigimiz gibi, Tablo A nin bastan alt1 satirini
kullanacagiz.

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 8/11




Rastgele Degiskenler ve Kesikli Olasilik Dagilimlari

84177 06757 17613 15582 51506 81435 41050 92031 06449 05059
59884 31180 53115 84469 94868 57967 05811 84514 75011 13006
63395 55041 15866 06589 13119 71020 85940 91932 06488 74987
54355 52704 90359 02649 47496 71567 94268 08844 26294 64759
08989 57024 97284 00637 89283 03514 59195 07635 03309 72605
29357 23737 67881 03668 33876 35841 52869 23114 15864 38942

Rastgele sayilar tablosundan su 6rnekleri ¢ekiyoruz:

841: {igiincii deneyde ilk basari,
770: tiglincii deneyde ilk basari,
67571: besinci deneyde ilk basari,
761: iiclincii deneyde ilk basari,
31: ikinci deneyde ilk basar1

ve boylece devam ettikten sonra, tiim ¢ikimlarin frekanslarini bir tabloya dokersek,

Ik basarinin kaginci deneyde elde edildigi | Frekans
1 21
2 19
3 16
4 7
5 9
>5 12

Buna gore, olasiliklar1 s6yle kestirebiliriz:

Ik basarinin kaginci deneyde elde edildigi | Olasilik kestirimi (yani nispi frekans)
1 21/84 = 0.25
2 19/84 = 0.23
3 16/84 = 0.19
4 7/84 = 0.08
5 9/84 =0.11
>5 12/84 = 0.14

Ote taraftan, bu ¢ikimlarin matematiksel (yani a priori) olasiliklar1 sirastyla sunlardir: 0.3, 0.7 X
0.3 =0.21,0.72 x 0.3 = 0.147,0.73 x 0.3 = 0.1029, 0.7* X 0.3 = 0.07203 ve 1 — (0.3 + 0.21 +
0.147 + 0.1029 + 0.07203) = 0.16807.

Misal 17 Binomiyal ve geometrik dagilimlarin haricinde bir simiilasyon yapacagiz, bu misalimizde.
Soyle ki bir sirket miidiirdi, ti¢ adam ve alt1 kadin elemani arasindan iki kisilik bir komiteyi rastgele
sececektir. Bu segimin tam bir adam ve bir kadindan olugsmasi olasilig1 nedir? Cevabi kestirmek i¢in
similasyon kullan.

Cevap: Simiilasyon i¢in rastgele sayilar tablosunu (Tablo A) kullaniyoruz. Her bir basamaktaki 1, 2
ve 3 rakamlar1 adamlar1 temsil ederken, 4, 5, 6, 7, 8 ve 9 rakamlar1 kadinlar1 temsil etsin. Ayn1 kisi
komitede yalnizca bir kere yer alabilecegi icin, yapacagimiz 6rneklemenin yerine koymadan bir
ornekleme olmasi gerkiyor. Prosedlriimiz sOyle ki rastgele sayilar tablosunun istedigimiz herhangi
bir yerinden baglayarak, biribirinden farkli iki rakam seginceye kadar, her defasinda bir sonraki
basamaktaki rakami ¢ekecegiz. Yine, sirketin toplamda 9 elemani oldugu igin, sifirlart da gézardi
edecegiz.

8417706757
5988431180
6339555041
5435552704

1761315582
5311584469
1586606589
9035902649

5150681435
9486857967
1311971020
4749671567

4105092031
0581184514
8594091932
9426808844

0644905059
7501113006
0648874987
2629464759
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0898957024 9728400637 8928303514 5919507635 0330972605
2935723737 6788103668 3387635841 5286923114 1586438942

Tablodan rastgele 6rnekleri cekmeye baslayinca,

(8, 4): bir adam, bir kadin
(1, 7): bir adam, bir kadin
(7, 6): iki kadin
(7, 5): iki kadin
(7, 1): bir adam, bir kadin
(7, 6): iki kadin
(1, 3): iki adam

ve bdylece devam ettikten sonra, ¢ekilen 6rnekler bize nihai bir sonug olarak sunu verir:

Iki adam c11
Bir adam ve bir kadin : 53
Iki kadin . 66
Buna gore, komitenin tam bir adam ve bir kadindan olusmasi olasiliginin kestirimi,
>3 5 = 0.41.

11+53+66 130

Ote taraftan, bu olaym matematiksel (yani a priori) olasiligini sdyle hesaplariz: tam bir adamin ve bir
kadinin ¢ekilmesi iki farkli yoldan meydana gelebilecegi ve ¢ekilisler yerine koymadan yapilacagina

gOI e!
o

N hacminde ve K sayida belli bir 6zellige sahip nesneyi haiz sinirli bir popiilasyondan, yerine
koymadan yapilacak n sayidaki ¢ekiliste y sayida basari (yani ¢ekilen nesnenin belli 6zellikte olmast)
olasilig1 hipergeometrik olasilik dagilimi kullanilarak ta hesaplanabilir.

K\ [(N-K 3\ /6
(y) (n—y> O 18
N -~
G ) 36
Hipergeometrik dagilimin aksine, Binomiyal dagilim yerine koyarak yapilacak n sayidaki ¢ekiliste y
sayida basari olasiligin1 betimler.

P(Y =v) = =0.5.

Istatistiksel Anlamlihk

Farzedelim ki basketbol topuyla 10 serbest atis yaptin ve 10 unu da ¢emberden gecirdin. Bu
beklediginden daha fazla olurdu herhalde. Fakat, ger¢ekte, bu ne kadar beklenmediktir? Gegmis
deneyimine gore, serbest atislarda isabet yiizdenin %60 olduguna inaniyorsun. Bu durumda, 10 atigin
hepsini isabet ettirme olasthgm, yalmzca (75)(0.6)*°(0.4)° = 0.006 dir. Yani binde alt. Eger senin
isabet ylizden gercekten %60 ise, bu ¢ok bu ¢ok nadir goriilebilir. Bunun manasi sudur ki bu sonucun
sans eseri meydana gelmesi asirt olabilirliksizdir. Bu da sunun kanitidir ki senin serbest atiglarda
isabet ylzden gercekte %60 tan daha yuksek olabilir. Bu sonug istatistiksel anlamhilik olarak
tanimlanir. Clinkii, yalnizca sans eseri meydana geldigini farzetmek makul degildir. Makul
olmamasinin sebebi, eger serbest atiglarda isabet yiizden gergekten %60 ise, bu sonucun hayli
nadirligidir.

Alstirma 1 Eskimis ve yipranmis bir zar 60 kere atiliyor ve 1, 2, 3, 4, 5 ve 6 ¢ikimlar1 i¢in sirasiyla
12,9,9, 8, 12 ve 10 frekanslar1 elde ediliyor. Bu zar hilesizlik (veya adillik) vasfin1 kaybetmis olabilir
mi? Bir anlamlilik testi icra ederek, sonuucun interpretasyonunu yapabilir misin?
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Mini Proje 09

Hilesiz bir madeni paray1 dort kere at ve gelen turalarin sayisini kaydet. Bu istatistiksel deneyi 30
kere tekrar et. Ug atistaki tura sayilarmin nispi frekanslarini hesapla ve bir tabloya yaz. Bu rastgele
degiskenin dagiliminin binomiyal olasilik dagilimima uyup uymadigim tartis. Eger deneyi 60 kere
veya 120 kere tekrarlasaydin, bu uyum hakkinda ne sdyleyebilirdin?

Deney No. 1. Atis 2. Atis 3. Atis 4. Atis Tura sayist
1
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BOLOM 10 | BEKLENEN DEGERLER

Giris

Rulette sansii deneyen birini diisiinelim. Elindeki ¢ipi ¢arktaki bir rakama yerlestirdikten sonra, ¢ok
para kazanmak i¢in az sansi ve az para kazanmak icin ¢ok sansi olacaktir. Bir bahsin “adil” olup
olmadigimi belirlemek istedigimiz zaman, bahis¢i i¢in oyunun beklenen degerini hesaplamamiz
gerekir. Bir sigorta sirketi, belirli bir yi1lda nispeten az sayida kisiye biiyiik miktarlarda para dderken,
baska c¢ok sayida kisilerden kiigiik miktarlarda para tahsil eder. Mesela yasam sigortasi policesi
primlerini belirlemek igin, bir aktiier, polige sahiplerinin ¢esitli yas gruplarindaki 6liimlerinin
beklenen degerlerini hesaplamak zorundadir. Bir dnceki boliimde, rastgele degisken ve olasilik
dagilimi kavramlarini gelistirdik. Bu bdoliimde, bir rastgle degiskenin beklenen degerlerini veya
aritmetik-ortlamasini ve varyansini nasil belirleyecegimizi tartisacagiz.

Bir Rastgele Degiskenin Beklenen Degeri: Aritmetik ortalama

Misal 1 Universiteden mezun olan ve fakat kendi meslegini icra edebilecegi bir is bulamayan Oguz
adli geng, kentin islek bir caddesinde su satmaya baglar. Ge¢gmis deneyimine gore, giinesli giinlerde
60TL, yagmurlu giinlerde 45TL ve karli giinlerde 15TL kazanmaktadir. Kisa girerken paltosunu
yenilemek isteyen Oguz, bir sonraki ay giinliikk kazancinin ne kadar olacagini bilmek istemektedir.
Okumus bir genc¢ olmasi hasebiyle, Meteoroloji Genel Miidiirliigii’ne bagvurarak, su enformasyonu
temin eder. Kasim ayinda herhangi bir giiniin giinesli, yagmurlu veya karli olmas1 olasiliklari sirasiyla
1/2,1/3ve 1/6 dir.

Hdlasa, elimizde 60, 45 ve 15 degerlerini alan bir Y rastgele degiskeni var. Soyle ki

Cikim: | Glinesli | Yagmurlu | Karli
Olasilik: 1 1 1
2 3 6
Rastgele degisken (Y): 60 45 15

Kasim ayinda Oguz’un beklenen giinliik kazanci nedir?

Cevap: Soyle akil yiiriitiiyoruz. Kasim ay1 30 giin gektigine gore, giinlerin 1/2 sinde hava giinesli
(=15 giin), 1/3 iinde yagmurlu (=10 giin) ve 1/6 sinda karl1 (=5 giin) olacaktir. Oyleyse, Oguzun bir
giinliik beklenen kazanci,
(15)60 + (10)45 + (5)15
30

Dikkat edersen, payda yer alan ¢ terimin her birini énce 30 a béldikten sonra toplayarak ta ayni
sonuca ulasabiliriz,

= 47.5TL.

1560+ 1045 + > 15
30 30 30

ve kesirleri daha sadelestirerek yazarsak,
1 1 1
560 + §45 + 615 = 47.5TL
Esasen, goriildiigii tizere, 30 giinii telakki etmeye ihtiya¢ yoktu. Basit¢e olasiliklar: tekabul ettikleri
degerlerle ¢arpip, carpimlari toplamak kafiydi.

Misal 1 deki son hesaplama bizi beklenen degerin tanimina sevk edecek. Bir Y rastgele degiskeninin
beklenen degeri (veya baska bir deyisle aritmetik ortalamas:), olanakli y; degerlerinin mutekabil
P(y;) olasiliklariyla ¢arpimlarinin toplamudir:
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EY) =y = ) 3 PG

Baska kitaplarda beklenen deger yerine matematik mit teriminin de kullanildigina rastlayabilirsin.

Alstirma 1 Kasim ayinda Oguz’un beklenen toplam kazanci nedir?

Misal 2 Bir piyongo cekilisi igin 10 bin adet bilet satildi. Her bir biletin bedeli 1 TL ve kazanana
Odenecek ikramiye 7500 TL dir. Herhangi bir bahis¢inin beklenen kazanci nedir?

Cevap: Gergek kazang 7499TL, ciinkii ¢ekilisi kazanabilmek icin zaten bileti satin alirken 1TL
O6demis olmak gerekiyor. Buna gore,

Cikim: | Kazang | Kayip
Olasilik: ! 9999
10000 | 10000
Rastgele degisken (Y): | 7499 -1
E(Y) = 7499 +(-1) 9999 _ 0.25
B 10000 10000

Boylece, piyangoyla bahse giren (yani piyango bileti satin alan) herhangi bir kisi i¢in aritmetik
ortalama kazang — 0.25TL dir. Bagka bir deyisle, piyango organizatoriiniin sattigi her bir bilet bagina
beklenen kazanci 0.25TL dir.

Misal 3 Bir sirket miidiirii {i¢ opsiyon arasinda se¢im yapmak durumunda kalir. A opsiyonunu segerse
250 bin TL kazanma sans1 %10, aksi taktirde 10 bin TL kaybedecek. B opsiyonunu segerse 40 bin
TL kazanma sansi %50, aksi taktirde 2 bin TL kaybedecek. C opsiyonunu segerse 800 bin TL
kazanma sans1 %S5, aksi taktirde 20 bin TL kaybedecek. Miidiir hangi opsiyonu se¢cmeli?

Cevap: Her ii¢ opsiyonun beklenen degerlerini hesaplayalim:

A opsiyonu B opsiyonu C opsiyonu

Cikim: | Kazang | Kayip | Kazang | Kayp | Kazang | Kayip
Olasilik: | 0.10 0.90 0.50 0.50 0.05 0.95
Rastgele degisken: | 250000 | —10000 | —40000 | —2000 | —800000 | —20000

E(A) = 0.10(25000) + 0.90(—10000) = 16000TL
E(B) = 0.50(40000) + 0.50(—2000) = 19000TL
E(C) = 0.05(800000) + 0.95(—20000) = 21000TL

Mevzubahis midurun ilk elde segmesi gereken opsiyon, C opsiyonu olmali! Mamafih, her ne kadar
C opsiyonunun aritmetik ortalamasi (veya beklenen degeri) en yiiksek olsa dahi, midir ¢esitli
opsiyonlar1 nispi risklilikleri bakimindan miilahaza etmek isteyebilir. Eger, mesela 5 bin TL nin
iistiinde bir kayip sirket icin tahripkar olacak ise, miidiir B opsiyonunu se¢mek isteyebilir, ¢linkii B
opsiyonunun maksimum olanakli kaybi 2 bin TL dir. (Bu noktada sezgisel olarak agik¢a goriilebilir
ki riski 6l¢erken, varyans kavrami burada isimize yarardi.)

Binomiyal Rastgele Degisken

Aldig1 degerler bir binomiyal olasilik dagilimindan gelen “basar1” sayilari olan bir rastgele degiskenin
beklenen degerini daha spesifik bir yoldan hesaplayabiliriz.

Misal 4 Belirli bir fabrikada iiretilen otomobillerin %40 1nin kusurlu oldugu biliniyor. Bir sirket bu
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fabrikada iiretilmis otomobillerden 5 adet satin aliyor. Kusurlu otomobillerin beklenen degeri nedir?

Cevap: Aritmetik ortalamanin veya beklenen degerin 5 in %40 1 oldugunu [5(0.4) = 2]
sOyleyebiliriz. Fakat, formal tanimi kullanmak suretiyle bu sonuca yeniden varalim. Kusurlu
otomobillerin sayisin1 Y ile temsil edersek,

P(0) = ( )0 490.65 = 0.6°> = 0.07776
5

P(1) = (1) 0.410.6* = 5(0.4)0.6* = 0.25920
5

P(2) = (2)0 0.6% = (10)0.420.6% = 0.34560
5

P(3) = (3)0 30.62 = (10)0.4%0.6% = 0.23040
5

P(4) = (4) 0.440.6! = (5)0.440.6! = 0.07680

5
P(5) = (5) 0.4°0.6° = 0.4° = 0.01024

Rastgele degiskenin olanakli ¢ikimlarini ve miitekabil olasiliklarini bir tabloya dokersek,

Cikim: 0 1 2 3 4 5
Olasilik: | 0.07776 | 0.25920 | 0.34560 | 0.23040 | 0.07680 | 0.01024

Rastgele degisken (Y): 0 1 2 3 4 5
0.4
0.3
0.2
0.1

0 I
0 1 2 3 4 5

E(Y) = 0(0.07776) + 1(0.2592) + 2(0.3456) + 3(0.2304) + 4(0.0768) + 5(0.01024)
=2
Boylece, cevap, basitge “basar1” olasiligini binomiyal deney sayisiyla ¢arparak elde ettigimiz sonugla
ayni ¢itkmis oldu.

Bir binomiyal olasilik durumunda, basar1 olasilig1 7 ye ve deney sayisit n ye esit ise, n deneydeki
basari sayisinin beklenen degeri nrm dir.

Misal 5 Bir sigorta satis temsilcisi, goriistiigii kisilerin %15 ine police satabilmektedir. Oniimiizdeki
bir ay i¢inde, bu temsilci 120 kisi ile goriisecek olduguna gore, satacagi poligelerin beklenen degeri
nedir?

Cevap: Bu bir binomiyal deney, basar1 olasiligi 0.15 ve deneme sayis1 120. Buna gore, basarilarin
beklenen degeri (veya aritmetik ortalamasi),

nm = 120(0.15) = 18.
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Bir Rastgele Degiskenin Beklenen Degerinden Kareli Sapmasinin
Beklenen Degeri: Varyans

Bir rastgele degiskenin beklenen degeri, yani aritmetik ortalamasi, Y y; P(y;), 6nemlidir, fakat ayni
zamanda bir rastgele degiskenin standart sapmasini da bilmek isteriz. Bunu bilmek bize rastgele
degiskenin degiskenligini 6lgme becerisi kazandirir. Animasayacagin iizere, onceki boliimlerde, bir
veri kiimesinin degiskenligini 6l¢mek i¢in varyans fikrini (standart sapma ile beraber) zaten
kullanmigtik: Aritmetik ortalamadan sapmalarin karelerinin aritmetik ortalamasi. Ayni fikri takip
ederek, burada (y; — uy)? terimlerini yine bir rastgele degiskenin degerleri olarak telakki edersek, bu
degerlerin olasiliklar1 y; olasiliklari ile ayni oldugundan dolay1, bu yeni rastgele degiskenin beklenen
degeri Y.(y; — uy)? P(y;) olur. Ki bu ifade bir rastgele degiskenin varyansi ile tam olarak ayni tanima
sahiptir:

EICY = )] = 0% = ) (i = )P ()

Bir rastgele degiskenin varyansi var(Y) ile de temsil edilir. Hali hazirda ve yine biliyoruz ki standart
sapma, o, varyansin, o2, kare kokudar.

Misal 6 Misal 1 de tiniversite mezunu Oguz’un Kasim ayinda beklenen (veya aritmetik ortalama)
giinliik kazancini hesaplamistik.

1 1 1
E(Y) =y =560 + 545 + =15 = 47.5TL

Bu rastgele degiskenin beklenen degerinden kareli sapmasinin beklenen degeri (veya varyansi) nedir?

Cevap:
BIOY = )% = 0 = ) (i = i) *P ()
= 2(60 47.5)2 % 4 (45— 47.5)2 % 4 (15 — 47.5)2~
2 3 6

= 256.25TL?

Binomiyal Rastgele Degisken

Aldig1 degerler bir binomiyal olasilik dagilimindan gelen “basar1” sayilari olan bir rastgele degiskenin
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beklenen degerinden kareli sapmasinin beklenen degerini daha spesifik bir yoldan hesaplayabiliriz.

Misal 7 Misal 4 te bir sirketin belirli bir otomobil fabrikasindan satin aldigi bes otomobil igerisindeki
kusurlu otomobillerin sayisinin beklenen degerini (veya aritmetik ortalamasini) hesaplamistik.

E(Y) = py = 0(0.07776) + 1(0.2592) + 2(0.3456) + 3(0.2304) + 4(0.0768) + 5(0.01024)
=2

Bu rastgele degiskenin beklenen degerinden kareli sapmasinin beklenen degeri (veya varyansi) nedir?
Cevap:
E[(Y — uy)?] =0o?
= Z(O —2)20.07776 + (1 — 2)20.2592 + (2 — 2)?0.3456 + (3 — 2)%0.2304

+ (4 —2)20.0768 + (5 — 2)20.01024
=1.2

Bu sonucu daha spesifik bir yoldan hesaplayabilir miydik? Bu bir binomiyal rastgele degisken oldugu
icin, evet, beklenen degerinden kareli sapmasinin beklenen degerini (veya varyansini) soyle
hesaplayabiliriz,

nr(1 — m).
Yani,
E[(Y —puy)?] =02 =nn(1—m) = 5(0.4)0.6 = 1.2.

Bu boliimde simdiye kadar dgrendiklerimizi genel manada sdyle Ozetleyebiliriz. Bir Y rastgele
degiskeni i¢in,

Beklenen deger | :| Aritmetik ortalama | : | u = Z v P(y;)

Beklenen degerden kareli
sapmanin beklenen degeri

Varyans | :| o2 = Z(yi - w*P(yy)

Standart sapma | : UZ\/Z(%’—M)ZP(%)

Basar1 olasiligimmin w ye ve deney sayisinin n ye esit oldugu, bir binomiyal olasihk dagilim
durumunda, eger n deneydeki basar1 sayisin1 Y ile temsil edersek,

Beklenen deger | :| Aritmetik ortalama | : | u = nm

Beklenen degerden kareli | : Varyans | ;| 02 = n(1 — n)

sapmanin beklenen degeri
Standartsapma | :| 5 = \/nr(1 — 1)

Basar1 olasiliginin  ye esit oldugu, bir geometrik olasilik dagilimi durumunda, eger ilk basarinin
elde edildigi deney sayisin1 Y ile temsil edersek,

. . 1
Beklenen deger | .| Aritmetik ortalama | :| y = —
T
Beklenen degerden kareli | | varvans | :| -2 — 1-m
sapmanin beklenen degeri | y 19T T2
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Standart sapma

Misal 8 Tropikal bir bolgede yasayan oriimceklerin %30 unun zehirli oldugu biliniyor. Bu bolgede
bes kere oriimcek 1sirigina maruz kalinmasi durumunda zehirlenme sayisinin aritmetik ortalamasi ve
standart sapmasi nedir?

Cevap: Bu rastgele degisken bir binomiyal olasilik dagilimina sahip oldugu i¢in,
u=nmr=50.3)=15
o =/nr(1—m) =+/5(0.3)(0.7) = 1.05

Misal 9 Basketbola yeni baslayan bir geng atislarinin %20 sini gemberden gegirebiliyor? Bu geng ilk
sayisini ortalama kaginct atiginda yapar? Standart sapmasi nedir?

Cevap: Bu rastgele degisken bir geometrik olasilik dagilimina sahip oldugu i¢in,
1 1

:—:—:5
H=1702

1—-=n 1-0.2
o= — = 022 =4.4721

Bir Sabitle Carpmak ve Toplamak

Bazen bir rastgele degiskeni bir sabitle carpmak veya toplamak icap edebilir. Mesela, derece
Fahrenheit cinsinden 6l¢lilmiis sicaklik gézlemlerini derece Celsius cinsinden ifade etmek istersek,
32 ¢ikarip 5/9 ile carpariz. Boylesi dogrusal doniistiirme hallerinde su kurallar gegerlidir:

Uy+q = Uy T a
O-lgia = Oy
Uy = buy
ohy = b*ay

Misal 16 Istatistik sinavinda sordugu sorularin hayli zor oldugunu ve sinif ortalamasinin diisiikliigiinii
goren Profesor Korkut, puanlarin aritmetik ortalamasini 10 puan artirmaya karar verir. Bunu
basarabilmek i¢in, her 6grencinin puanina ka¢ puan daha eklemesi gerekir?

Cevap: Yukarida verilen kural geregince,

Uy+q = Uy T @

olduguna gore, smif ortalamasin1 10 puan daha artirmak i¢in, 6grencilerin puanlarina 10 ar puan
eklemesi gerekir.

Bu islem sonrasinda, puanlarin yayilimi nasil farklilagir?
Cevap: Mevcut puanlara 10 ar puan daha eklemek, verinin yayilimin farklilagtirmaz.

Misal 17 Ataman Bey’in fabrikasinda calisan is¢ilerin aldiklar1 aylik maaglarin aritmetik ortalamasi
2347.6 TL ve standart sapmas1 184.2 TL dir. Ataman Bey, gelecek ay, her is¢inin maagsini 1.3 katina
cikarmay diisiiniiyor. Isci basina kag TL lik artis olacaktir?

Cevap: Mevcut maagi X, zamli maast Y ve maas artisin1 da W ile temsil edelim. Yukarida ifade
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ettigimiz kurallar geregince,
Ky = by ve Hw = Uy — Ux
olduguna gore, zamli maaglarin aritmetik ortalamasi
(1.3)2347.6 = 3051,88 TL

ve isci basina (yani, aritmetik ortalama) artis,

3051.88 — 2347.6 = 704,28 TL
olacaktir.
Isci basina artisin standart sapmasi kag olacaktir?
Cevap:

Y =13X ve W=Y-X
olduguna gore,

W =13X-X=0.3X.

Boylece, yine yukaridaki kural geregince,

o2, = Jag_3x = \/0.320,3 = 1/0.32184.22 = 55.26.
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Bagimsiz Rastgele Degiskenlerin Kombinasyonu

Rastgele degiskenleri sans olaylarina tekabiil eden sayisal degerler olarak tanimladik. Aynm1 gézlem
tiniteleri ilizerinde biribirinden farkli rastgele degiskenlerin aldiklar1 degerleri gozleyebilmekteyiz.
Pek ¢ok istatistiksel deneyde her bir ¢ikima bir sayi ¢ifti tekabiil edebilmektedir. Mesela iki zari
birlikte attigimizi farzedelim, her zarda gelen say1 ayr1 birer rastgele degisken oldugu gibi iki zarda
gelen sayilarin toplami da ayr bir rastgele degiskendir. iki rastgele degiskenin toplamindan veya
farkindan tlireyen yeni bir rastgele degiskenin dagilimmin merkezini ve yayilimint orijinal
degiskenler cinsinden nasil ifade ederiz? Bu boliimde bunu goérecegiz.

Rastgele degiskenler biribirinden bagimsiz oldugu zaman, iki rastgele degiskenin toplaminin veya
farkinin aritmetik ortalamasini ve standart sapmasini hesaplamak kolaydir.

Bagimsizhik

Eger X ve Y rastgele degiskenlerinin bagimsiz oldugunu sdylersek, her x ve y degeri i¢in P(y|x) =
P(y) dir. Ayni manada, eger X ve Y bagimsiz ise, her x ve y degeri i¢in P(x N y) = P(x)P(y) dir.

Yukaridaki ifadeleri, bilindigi itizere, P(Y =y|X=x)=P(Y =y) ve PX=xNnY=y)=
P(X = x)P(Y = y) formunda da yazabiliriz.
Misal 10 Motorlu araglar iireten bir sirkete ait bir bayide {i¢ farkli model ATV satilmaktadir. Bu {i¢

modelin perakende fiyatlari sirastyla 20 bin TL, 25 bin TL ve 30 bin TL dir. Her satista, satis elemant
500 TL veya 750 TL prim almaktadir. Cesitli ¢ikimlara ait olasiliklar sunlardir:

Prim
500 TL | 750 TL
20000 TL | 0.30 0.05
Satis tutar1 | 25000 TL | 0.20 0.20
30000 TL | 0.05 0.20

Eger “satis tutar1” rastgele degiskenini X ile gosterirsek, X in olasilik dagilim1 nedir?

Cevap: Her satir1 topladiktan sonra,

x: | 20000 | 25000 | 30000
P(X=x):| 035 | 0.40 | 0.25

Eger “prim” rastgele degiskenini Y ile gosterirsek, Y nin olasilik dagilimi nedir?
Cevap: Her siitunu topladiktan sonra,

y: | 500 | 750
P(Y =y):1055]0.45
Satis tutarinin 30 bin TL olmast halinde, satis elemaninin 500 TL prim almasi olasilig1 nedir?

Cevap:
P(500 TL prim N 30000 TL satis)
P(30000 TL satis)

P(500 TL prim|30000 TL satis) =

_0.05_02
025

Mamafih, P(500 TL prim) = 0.55 ve boylece P(500 TL prim|30000 TL satis) #
P(500 TL prim). Buna gore, diyoruz ki satis tutar1 rastgele degiskeni ve prim rastgele degiskeni
bagimsiz degildir.

Misal 11 C vitamini ve soguk alginlig1 lizerine yiiriitiilen bir 6grenme-¢alismasinda, denekler rastgele
iki gruba ayrildiktan sonra, her giin bir gruba hi¢ C vimini igermeyen, bir gruba ise 500 mg C vitamini
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iceren tabletler icirildi ve soguk alginligina yaklanip yakalanmadiklar1 kaydedildi. “C vitamini”
rastgele degiskenini X ile gosterirsek, 0 ve 500 degerlerini almaktadir. “Soguk alginlig1” rastgele
degiskenini Y ile gosterirsek, 0 (soguk alginligi yok) ve 1 (en az bir soguk alginlig1 var) degerlerini
almaktadir. Miiteakip tablo bize gozlenen olasiliklari, yani bu iki degiskenin ortak dagilimina ait
olasilik kestirimlerini (veya gozlenen nispi frekanslar1) veriyor:

Soguk alginligi (Y)
0 1
0 0.10 0.30
500 | 0.15 0.45

C vitamini (X)

C vitamini rastgele degiskeni ve soguk alginlig1 rastgele degiskeni bagimsiz midir?

Cevap: Satirlar ve siitunlari topladiktan sonra,
P(X =0) =0.10+ 0.30 = 0.40
P(X =500) =0.15+ 0.45 = 0.60
P(Y=0)=0.10+0.15 = 0.25
P(Y=1)=0.30+0.45=0.75

Simdi kosullu olasiliklar1 kontrol edelim,

0.10
P(Y=0|X=0)=m=025=P(Y=0)

0.15
P(Y = 0]X = 500) = === 025 = P(Y = 0)

0.30
P(Y=1|X =0) = - -=075=P(Y = 1)

0.45
P(Y =1]X =500) = == 075=P(Y = 1)

Boylece, su neticeye variyoruz ki X ve Y bagimsiz rastgele degiskenlerdir. Alternatif olarak,
bagimsizligi su yoldan da kontrol edebiliriz: P(X =0,Y =0) = 0.10 ve P(X =0)P(Y =0) =
0.40(0.25) = 0.10. Benzerce, P(X =0,Y =1) =0.30 ve P(X =0)P(Y =1) = 0.40(0.75) =

0.30, P(X = 500,Y = 0) = 0.15 ve P(X = 500)P(Y = 0) = 0.60(0.25) = 0.15, P(X = 500,Y =
1) = 0.45 ve P(X = 500)P(Y = 1) = 0.60(0.75) = 0.45.

Bagimsiz Iki Rastgele Degiskenin Farkinin ve Toplaminin Aritmetik
ortalamalar:

Ugulamada, birden ¢ok popiilasyonu karsilagtirmak icap ettigi zaman, sik¢a bagvurdugumuz yontem
bu populasyonlar arasindaki farklari analiz etmektir.

Misal 12 X = {2,9,11,22} ve Y = {5,7,15} kiimelerine sahibiz. X kiimesinin aritmetik ortalamasi,

_2+9+11+22

Mx_ 4 =11

ve Y kiimesinin aritmetik ortalamasi,

5+7+15

Farklarin W kiimesi i¢in, Y nin her elemanini X in her elemanindan ¢ikariyoruz,
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w={2-52-72-159-59-7,9-15,11-5,11-7,11 - 15,22 - 5,22 - 7,22

— 15} ={-3,-5,-13,4,2,—-6,6,4,—4,17,15,7}

W nun aritmetik ortalamasi nedir?

Cevap:

—3—5—13+4+2—6+6+4—4+17+15+7_24_2

Dikkatini suna celbetmek istiyorum Ki

/*‘W:.ux_.uyzll_gzz-

Genel olarak, bir farklar kiimesinin aritmetik ortalamasi, orijinal kiimelerin aritmetik ortalamalarinin
farkina esittir. Yine, bir toplamlar kimesinin aritmetik ortalamasi, orijinal kiimelerin aritmetik
ortalamalarinin toplamina esittir. Hatta daha genel olarak, gesitli kiimelerden birer eleman almak
suretiyle yeni bir toplamlar kiimesi elde edilir ise, bdylesi toplamlarin aritmetik ortalamasi basitce
orijinal kiimelerin aritmetik ortalamalarinin toplamidir.

Misal 13 Iki rastgele degisken, X ve Y, miiteakip ortak olasilik dagilimi tablosuna sahiptir:

Y

5

8

9

w

0.10

0.05

0.15

X 1410.20

0.10

0.00

6 ]0.05

0.20

0.15

X, Y ve X+Y rastgele degiskenlerinin beklenen degerleri (yani aritmetik ortalamalari) nedir?

Cevap:
Q) = ) xiP(x)

=3(0.10 + 0.05 + 0.15) + 4(0.20 + 0.10 + 0.00) + 6(0.05 + 0.20 + 0.15)

=4.50

E() = ) 5P()

= 5(0.10 + 0.20 + 0.05) + 8(0.05 + 0.10 + 0.20) + 9(0.15 + 0.00 + 0.15)

= 7.25

EXX+Y) = Z(x + )i P (%, ¥y

= (34 5)0.10 + (3 + 8)0.05 + (3 + 9)0.15 + (4 + 5)0.20 + (4 + 8)0.10

+ (4 + 9)0.00 + (6 + 5)0.05 + (6 + 8)0.20 + (6 + 9)0.15

=11.75

Gortildiigii tizere,

E(XX+Y)=EX) +E®Y).

Genel olarak, bu ifade, rastgele degiskenlerin toplamlarinin beklenen degeri icin gegerlidir. Ayni

zamanda, su da gecerlidir ki

E(X-Y)=EX) - E(Y).
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Bagimsiz Iki Rastgele Degiskenin Farkinin ve Toplaminin Varyanslari

Misal 14 Misal 12 de, X ve Y kiimelerinin miitekabil elemanlarinin farklarindan bir W kimesi
olusturmustuk. W nun varyansi orijinal X ve Y kiimelerinin varyanslariyla nasil iliskilidir?

Cevap:

(2-11)*+ (9 -11D*+ (11 -11)* + (22 -11)%> 206

oZ = = = 51.5

4 4

5—9)24+(7-9)2+(15-9)2 56

ay2=( ) (3) ( )=?=18_67
—3-2)24+(-5-2)24(-13-2)2+4+--+(7-2)% 842

UVZV:( )7+ ( ) 1(2 ) ( )212=70_17

Burada dikkat etmelisin ki
0p =05 + 0 =515+ 18.67 = 70.17.
Genel olarak, bir farklar kiimesinin varyansi, orijinal kiimelerin varyanslarinin toplamina esittir.
05—y = 0f + 0y
Yine, bir toplamlar kiimesinin varyansi, orijinal kiimelerin varyanslarinin toplamina esittir.
Ofry = 0f + 0y

Daha genel olarak, cesitli bagimsiz kiimelerden birer eleman almak suretiyle yeni bir toplamlar veya
farklar kimesi elde edilir ise, boylesi toplamlarin veya farklarin varyansi basitge orijinal kiimelerin
varyanslarinin toplamudir.

Toplamin varyansini hesaplamak i¢in varyanslari toplayabildigimiz gibi, bu islemi tersine dondiirtip,
toplam varyansin, kendisini olusturan ¢esitli kaynaklarca nasil paylasildigini da belirleyebiliriz. Buna
varyans dekompozisyonu veya varyansin par¢alarina ayrilmast adi verilir. Mesela, bir sirketin satis
elemanlariin yaptiklari satig sayilarinin varyansinin ne kadarinin satis elemanlari arasindaki bireysel
farkliliktan kaynaklandigini, ne kadarimin bolgeler arasindaki farkliliktan kaynaklandigini ve ne
kadarinin satilan iiriin ¢esitleri arasindaki farkliliktan kaynaklandigini bulabiliriz. Bu prensipler, daha
genis manada, rastgele degiskenler icin gegerlidir.

Misal 15 Misal 13 te verilen, X ve Y rastgele degiskelerine ait ortak olasilik dagilimi tablosuna gore,
X, Y ve X+Y rastgele degiskenlerinin beklenen degerlerinden kareli sapmalarinin beklenen degerlers,
yani varyanslari nedir?

Cevap:
EICX = )] = ) (e = 1)?P(x)
= (3-4.5)%20.3 + (4 — 4.5)%0.3 + (6 — 4.5)%0.4
= 1.65

E[(Y = uy)?] Z(y} HY) P(YJ)

= (5 —7.25)?0.35 + (8 — 7.25)20.35 + (9 — 7.25)20.3
= 2.8875

E [((X +Y)— .UX+Y)2] = Z((x + }’)ij - #X+Y)2P(x' y)ij
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= (8 — 11.75)20.10 4+ (11 — 11.75)20.05 + (12 — 11.75)20.15
+ (9 — 11.75)20.20 + (12 — 11.75)20.10 + (13 — 11.75)20.00
+ (11 — 11.75)20.05 + (14 — 11.75)20.20 + (15 — 11.75)20.15

= 5.5875

Gortildiigii tizere,
E[((X+Y) = txar)’] # EICX = 1)?] + ELCY — )2,

Yani bu iki rastgele degiskenin toplaminin beklenen degerinden kareli sapmasinin beklenen degeri,
orijinal degiskenlerin beklenen degerlerinden kareli sapmalarinin beklenen degerlerinin toplamina
esit degil. Bir bagka notasyonla, bu halde,

0f.y * 0F + of.
Yani, bu iki degiskenin toplaminin varyansi, varyanslarinin toplamina esit degil.

Binnetice, varyanslar1 aritmetik ortalamalar gibi her halde toplayamiyoruz. Miiteakip misali,
bagimsiz iki degisken baglaminda miilahaza edelim.

Misal 16 Iki rastgele degisken, X ve Y, su ortak olasilik dagilimi tablosuna sahiptir:

Y
2 5 10
510.07]0.05|0.08]0.20
710.28]0.20 1 0.32 ] 0.80
035 0.25 0.40
X, Y ve X+Y rastgele degiskenlerinin beklenen degerlerinden kareli sapmalarinin beklenen degerleri
(yani varyanslar1) nedir?

Cevap: Once, beklenen degerleri (yani aritmetik ortalamalari) hesaplayalim,
QO = ) xP(x)
= 5(0.20) + 7(0.80) = 6.6

E() = ) y,P()
= 2(0.35) + 5(0.25) + 10(0.40) = 5.95
E(X+Y)=EX)+E() =12.55
Simdi, beklenen degerlerden kareli sapmalarin beklenen degerlerini (yani varyanslari) hesaplayalim,
EICX = )] = ) (xi = 1) P (x)
= (5-6.6)20.2 + (7 — 6.6)%0.8

= 0.64

E[(Y — uy)?] Z()’] .UY) P(Y})

= (2 = 5.95)20.35 + (5 — 5.95)20.25 + (10 — 5.95)20.4
= 12.2475
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E [((X +Y) - .UX+Y)2] = Z((x + }’)ij - #X+Y)2P(x' y)ij
= (7 — 12.55)20.07 + (10 — 12.55)20.05 + (15 — 12.55)20.08

+ (9 — 12.55)20.28 + (12 — 12.55)20.20 + (17 — 12.55)20.32
= 12.8875

Goriildigi tizere,
E[((X +¥) = tyay)’| = EIKX = p)?] + ELCY = )21,

Yani bu iki rastgele degiskenin toplaminin beklenen degerinden kareli sapmasinin beklenen degeri,
orijinal degiskenlerin beklenen degerlerinden kareli sapmalarinin beklenen degerlerinin toplamina
esit. Bir bagka notasyonla, bu halde,

2 2 2

Yani, bu iki rastgele degiskenin toplaminin varyansi, varyanslarinin toplamina esit. Eger ortak
olasilik dagilimi tablosunda tiim kosullu olasiliklar1 hesaplasaydin, goriirdiin ki her x ve y degeri i¢in,

P(y|x) = P(y)
ve dolayisiyla X ve Y bagimsizdir.

Genel olarak, eger iki rastgele degisken bagimsiz ise, bu iki rastgele degiskenin toplaminin varyansi,
ayr1 ayr1 varyanslarinin toplamina esittir. Ayn1 zamanda, eger iki rastgele degisken bagimsiz ise, bu
iki rastgele degiskenin farkinin varyansi, ayri1 ayr1 varyanslarinin toplamina esittir. Yani,

E[((+Y) = pxay)] = EIKX = 1?1 + ELY = 14)%]

ve

E[(( =) = px—y)’] = EICX = 1)?] + EL(Y = 14)?]

Bagimsiz rastgele degiskenlerin varyanslarini toplayabilirsin, fakat standart sapmalarini
toplayamazsin!

Misal 17 Istatistik dersinin birinci vize smavindan &grencilerin aldiklart puanlarin aritmetik
ortalamasi1 42.5 ve standart sapmas1 10 dur. Ikinci vize sinavinda aritmetik ortalama 47.5 ve standart
sapma 10 dur. Iki vize sinavinda dgrencilerin aldiklar1 puanlarin toplaminin aritmetik ortalamasi ve
standart sapmasi hakkinda ne sdylenebilir?

Cevap: Birinci ve ikinci vize puanlarimin toplaminin aritmetik ortalamasi,
42.5 +47.5 =90.
Birinci ve ikinci vize puanlarinin ayri ayri varyanslarini toplasak,
10% 4+ 10% = 200
ve sonra karekokiinu alsak,
V200 = 14.142,

birinci ve ikinci vize puanlarinin toplaminin standart sapmasina esit olur mu? Olmaz, ¢lnki
bagimsizlik mevcut degil. Su sebeple ki birinci vizeden daha yiiksek puan alan 6grenciler, genel
olarak, ikinci vizeden de daha yiiksek puan alma egilimindelerdir ve daha diisiik puan alanlar, genel
olarak, daha diisiik puan alma egiliminde. Burada, toplam puanlarin standart sapmasi, verilen
enformasyondan hesaplanabilmez.
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Beklenen Degerler

Varyanslarin ve Standart Sapmalarin Spesiyal Halleri

Gordiik ki iki rastgele degiskenin farklarinin aritmetik ortalamasi her zaman aritmetik ortalamalarinin
farkina ve toplamlarmin aritmetik ortalamasi her zaman aritmetik ortalamalarinin toplamina esittir.
Fakat bu eklenirlik kurali, varyanslar i¢in, yalnizca degiskenlerin bagimsizlig1 halinde gecerlidir. Bu
boliimiin basinda rastgele degiskenlerin bagimsizliginin ne manaya geldigini tartistik.

Eger rastgele degiskenler bagimsiz ise, bu degiskenlerin degerleri arasinda bir ¢cagrisim yoktur ve
varyanslar1 toplanabilir. Eger X ve Y rastgele degiskenleri bagimsiz degilse, varyanslarinin
toplanmasina mani olan sey bu iki degisken arasindaki ¢agrisimdir. Bu durumda, iki degiskenin
toplamlarinin varyansi, kendi bireysel varyanslarina bagli oldugu kadar, ikisi arasindaki korelasyona
da baglidir. Boliim 6 da, ayn1 6rnekteki bireyler Gizerinde dlgiilen iki degisken arasindaki r korelasyon
katsayisini, standartlagtirtlmis x ve y goézlemlerinin ¢arpimlarinin aritmetik ortalamasi olarak
tanimlamistik. iki rastgele degisken arasindaki koralasyon da ayn1 sekilde yine agirliklandirilmis bir
ortalama olarak tanimlanir, ancak bu defa olanakli degerler olasiliklar ile agirliklandirilir. Elbette
burada daha fazla detayina girmeyecegiz. Sadece, iki rastgele degisken arasindaki korelasyonun,
ornek veriden hesaplanan r korelasyonu ile ayni temel dzelliklere sahip oldugunu bilmen kafi. ki
rastgele degisken arasindaki korelasyonu gostermek igin p simgesini kullaniriz. Yine, p korelasyonu,
iki rastgele degisken arasindaki iligkinin yoniinii ve giiciinii 6lcen, —1 ve +1 arasinda bir sayidir.
Bagimsiz iki rastgele degisken arasindaki korelasyon sifirdir.

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 14/15



Beklenen Degerler

Mini Proje 10

Bu béliimde, bir rastgele degiskenin alabilecegi sayisal degerleri ve onlarin olasiliklarini bildigin
zaman, bu rastgele degiskenin beklenen degerini nasil hesaplayacagini 6grendin. Bu enformasyonu
kullanarak, insanlarin beklenen parasal kazanglarimi maksimize etmelerini saglayacak kararlari
verebileceklerini diisliniir miiydiin? Fakat ¢ogu insan bu yonde hareket etmez. Eger etselerdi, piyango
biletlerini veya sigorta poligelerini satinalmazlardi.

Rastgele sececegin 20 kisi ile, bir 6rnek yoklamasi yiiriit. Deneklere sunu sor: “Eger asagidaki
alternatif giftleriyle karsilagsmis olsaydin, hangilerini tercih ederdin?”

Alternatif ciftleri Tercihin?

(A) Garanti 240 TL kazanacaksin.
(B) 1000 TL kazanma sansin %25 ve hi¢ bir sey kazanamama sansin %75.

A mi1, B mi?

(C) Garanti 740 TL kaybedeceksin.

. 0
(D) 1000 TL kaybetme sansin %25 ve hig bir sey kaybetmeme sansin %75. C mi, D mi:

a. Ayi1ByeveCyiD ye tercih edenlerin yizdelerini hesapla.

b. Bulgularini interpretasyonunu yap. Ogrenme-¢alismanin sorusu baglaminda, ne manaya geliyor
bu yiizdeler? Rakamlarin dilini herkesin anlayabilecegi bir dile terciime et.

c. Ornek yoklamani nasil yiiriittiigiinii acikla. Veri toplamaya dair Boliim 7 de tartisilan potansiyel
zorluklarla nasil basa ¢iktigini anlat.
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BOLUM 11 | NORMAL DAGILIM

Giris

kesikli olasilik dagilimlarindan bazilarim1 6grenmeye-calismistik. Animsayalim, eger Ornek
uzayindaki ¢ikimlart siirekli bir spektrum boyunca gerceklesiyorsa, bir rastgele degiskeni siirekli
olarak tanimlamistik. Bir Y siirekli rastgele degiskenin olanakli degerlerinin sayis1 sonsuz olacagi
i¢in, Y nin olasilik dagilimi kesikli rastgele degiskenlerinkinden daha farklidir. Temel fark Y nin bir
y degerini almas1 olasiligmin sifir olmasidir. ilaveten, kesikli olasilik dagilimlarmma benzemezce,
stirekli olasilik dagilimlar1 diizgiin (yani puriizsiiz) bir egridir. Y nin 6rnek uzayindaki belirli bir
araliktaki herhangi bir degeri almasi olasilig1, o aralikta olasilik dagilimi egrisinin altinda kalan alana
esittir.

En kullanigh sirekli olasilik dagilimlarinin bazilar1 simetrik ve ¢an egrisi seklindedir. Can egrisi
uglardan basik ortasi siskin bir sekildir ve merkez etrafinda yigilmis ¢ok sayida gozlemlerden ve
dagilimin her iki ucuna yayilmis daha az saydaki gozlemlerden olusur. Bir ¢an egrisi dikey olarak
tam ortasindan (yani merkezinden) ikiye boliindiigii zaman biribirinin yansimasi iki parga olusturur.

- 00 - t T + + t $ t Y t == 00

Bu bolumde boylesi olasilik dagilimlardan biri olan normal dagilimi konu edecegiz. Simetrik ve tek-
tepeli dagilimlarin tiimiiniin normal olmadigini en bastan sdylemeliyim. Can egrisi seklindeki normal
dagilim egrisi iki parametreli (1 ve o) bir matematiksel fonksiyonla tanimlanir:

_-w?
e 202

1
flu,o) = Nerre

Normal dagilim egrisi siirekli sayisal degerler ile gozlenen cesitli dogal fenomenleri betimlemek igin
paha bicilmezdir. Mesela agirlik, uzunluk ve sicaklik gibi bir ¢ok degiskenin frekans daglimlari,
ornek hacmi arttitkga miikemmel birer ¢an egrisi sekline yaklasir. (Bununla beraber, istatistik
biliminde normal dagilimin ger¢ek 6nemi, drnekleme prosediirlerinin sonuglarini betimlemek icin
kullanilabiliyor olmasindandir.)

Normal dagilimi binomiyal dagilimin bir limiti olarak diistinebiliriz. Daha spesifik olarak, herhangi
bir sabit = bagar1 olasiligi ile baslayip, n keyfi olarak artirildigi zaman, binomiyal olasilik dagiliminin
sekli bakimindan ne olacagini miilahaza edelim. Bu limitin kismi gorsel bir temsilini temin etmek
niyetiyle, asagida her bir sabit 7 degeri (0.1, 0.5 ve 0.7) igin artan n degerleriyle (4, 10 ve 25) sirasiyla
igeriden disariya dogru binomiyal histogramlar ¢izilmistir.

A =01; ns 410,25, x=05; n=4,10,25. &i=0.7;n=4,10,25.

Diyagramin anlagilabilirligini artirmak maksadiyla, n in farkli degerleri igin ¢izilen binomiyal
histogramlar farkli boyutlarda olgeklendirilmistir ki aslinda bunlarin gercekte ayni biiyiikliikte
olmalar1 gerektigi agiktir. Yukaridaki diyagramlara baktigimizda, m = 0.5 oldugu zaman, n hangi
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degeri alirsa alsin, binomiyal dagilimin sekli ile normal dagilimin seklinin biribirine ¢ok benzedigini
gorebiliyoruz. Yine,  nin farkli degerleri s6z konusu oldugu zaman, mantigin geregi olarak kabul
edilmelidir ki n yeterince biiyiidiikkge ortaya ¢ikan binomiyal histogramlarin sekli diizgiin bir ¢an
egrisine, yani normal dagilim egrisine yaklasma temayuli gostermektedir.

Normal Dagihmin Ozellikleri

Normal dagilim egrisi ¢an seklinde ve simetriktir ve sonsuz bir tabana oturur. Uzun, diiz gorinimlu
iki kuyrugu c¢ok sayida degeri kapsar, fakat egri altindaki toplam alanin yalmizca ¢ok kiiciik bir
orantisidir. Kuyruklarin diiz goriintiisii yanilticidir. Gergekte, kuyruklar uzadikga, egri artan bir
orantisallikla asag1 dogru gider. Bagka bir deyisle, esit genislikte iki aralig1 karsilagtirdigimiz zaman,
merkeze yakin olani daha biiyiik bir sayisal diisiise sahip olurken, kuyruga yakin olani sayisal olarak
daha kiiciik bir diisiise ve fakat araligin baslangic noktasinin yiiksekligine orantisal olarak daha biiytik
bir diisiise sahip olur.

Normal dagilim egrisi verinin aritmetik ortalamasinin degerine goére yatay eksen iizerinde yer
degistirirken, standart sapmasinin farkli degerlerine gére de diklesir veya basiklasir. Bu manada
biribirinden farkli normal dagilimlar s6z konusudur. Ama, hangisi olursa olsun, bir normal dagilimin
aritmetik ortalamas1 ortancasina esittir ve egrinin merkezinde yer alir.

A MU

Aritmetik-ortalamalan aym fakat Standart sapmalar ayni fakat
standart sapmalari farkli normal egriler aritmetik-ortalamalan farkli normal egriler

Y~N(u, o) notasyonu Y degiskeninin aritmetik ortalamasi u ve standart sapmasi o olan bir normal
dagilima sahip oldugunu ifade eder.

Bir nispi frekans grafigini géz oniine alalim, dikey eksen 6l¢eginde her bir simifa diisen verinin
orantis1 kaydedilmistir. Yani bir frekans dagilimi grafiginde dikddrtgenlerin alani nispi frekanslarla
orantilidir. Bir ferkans dagilimini normal egri ile betimledigimizde de egrinin altinda kalan alan nispi
frekanslara esittir. Nispi frekans grafiginde nispi frekanslarin alani her zaman 1 e (yani %100 e) esit
oldugu gibi, normal egrinin altinda kalan toplam alan 1 dir.

Normal dagilim fonksiyonunun orijini Fransiz matematik¢i Abraham de Moivre (1667-1754) ye
kadara izlenebilir. Bu adamin kumara karsi bilimsel bir alakasi vardi ve pek ¢ok zaman kumarbazlara
olasiliklarin belirlenmesine dair danismanlik yapardi. Yine para atiglariin olasilik dagilimini
ogrenmeye-calisiyordu. Mesela 100 atista 60 veya daha ¢ok sayida yazi gelmesi gibi olasiliklari
hesaplamaya yarayacak bir matematiksel ifade bulmakla ugrasiyordu. Bu soruya bir cevap olarak ¢an
sekilli dagilim1 (binomiyal dagilimin bir limiti olarak) tiiretti ki bu dagilim miistereken normal egri
olarak adlandirilmistir. Bunun daha &ncesinde, Italyan astronom Galileo di Vincenzo Bonaiuti de
Galilei (1564-1642) astronomik gozlemlerde enstriiman ve gozlemci kusurlarindan dolayr meydana
gelen hatalarin dagiliminin simetrik oldugunu ve kiiciik hatalarin biiyilik hatalara gére daha yiiksek
frekanslarla ortaya ¢ikma egiliminde oldugunu gostermisti zaten. Mamafih, bu hatalarin normal
dagilima uydugunu gostermek ancak biribirlerinden bagimsizca bu fonksiyonu yeniden kesfeden
matematikgiler Irlandali-Amerikali Robert Adrain (1775-1843) ve Alman Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) a nasip oldu. Fransiz Pierre-Simon Laplace (1749-1827) cok unlu ve tesirli merkezi
limit teoremini gelistirmeye c¢alisirken, yine bagimsizca ayni dagilimi kesfetti ve kullanim alaninin
genislemesine katkida bulundu. Belgikali bilimci Lambert Adolphe Jacques Quetelet (1796-1874)
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normal dagilimi insan karakteristiklerine ilk defa uyguladi ve mesela boy, agirlik ve gii¢ gibi
karakteristiklerin dagilimlarinin normal dagilima uyduguu gosterdi.

Standart Normal Dagilim

Normal dagilim egrisinin bir matematiksel fonksiyon tarafindan tanimlandiginmi soyledik. Fakat bu
fonksiyonu, istatistiksel problemlerin ¢ozimi igin x ve o parametrelerinin alacagi farkli degerlere
gore her defasinda yeniden hesaplamak biraz kulfetlidir. Bu sebeple, dyle bir 6l¢ciim birimi isteriz Ki
herhangi bir normal dagilima en giizel sekilde uygulanabilsin. Bu 6l¢tim birimi dogal olarak egrinin
seklinden neset eder. Egrinin her iki yaninda birer nokta vardir ki bu noktalarda egim en diktir. Bu
Iki nokta biikiim noktalar: olarak adlandirilir ve aritmetik ortalamanin bu noktalarin her birine olan
uzakligi tam olarak 1 standart sapmaya esittir. Boylece, normal egri altindaki mesafeleri z-puanlari
cinsinden Olgmek elverislidir (Boliim 2 den animsayacagin lizere z-puanlart gbzlem degerlerinin
aritmetik ortalamadan uzakliklarinin standart sapma cinsinden miktarlaridir; yani, bir gozlem
degerinin i¢inde yer aldig1 gézlem degerleri kiimesinin aritmetik ortalamasindan kag standart sapma
uzakta oldugunu soyler bize).

A

-3 -2 -1 0 1 2 3 Z

Ham degerler aritmetik ortalamadan standart sapmalarina donistiiriildiikten, yani z-puanlarina
doniistiiriildiikten sonra, matematiksel olarak, normal egri yatay eksen lizerinde sonsuz sayidaki
Z-puanlariim bir fonksiyonu olarak, dikey eksende mitekabil f(z) degerlerine doniigir. Bu
fonksiyonu

fz)=e/?

formunda ifade edebiliriz ki burada f(z) bir z-puan tizerindeki nispi yuksekliktir. Nispi yikseklik
derken, aritmetik ortalamanin iizerindeki yiiksekligin orantisin1 kastediyoruz. Ancak, bizim ilgimiz
normal egri altindaki nispi ylksekliklerden daha ¢ok, egrinin altindaki orantisal alanlara yonelir.
Normal egri altindaki herhangi bir araliga iligkin olasilik, egrinin altinda o araliga tekabiil eden alanin
egrinin altindaki alanin biitiinline orantisidir.

N(0,1) ile temsil edilen standart normal dagilim, normal dagilim ailesinin u = 0 ve ¢ = 1 olan
tiyesidir. Standart normal dagilim icin belirli z-puanlarina ait araliklarin olasiliklar1 tablo haline
getirilmistir. Herhangi bir rastgele degiskenin dagilimi normale uydugu zaman, bu dagilima ait ham
degerleri miitekabil z-puanlarina doniistiirmek suretiyle standart normal dagilim tablosunu kullanarak
arzu edilen olasiliklar hesaplanabilmektedir. Tablo B de bir standart normal dagilim tablosu (veya
z-tablosu) mevcuttur Ki bir z-puani ve —oco araliginin olasiligini vermektedir.

Daha yukaridaki normal dagilim fonksiyonunda u yerine sifir ve o yerine 1 yazarsan, yukaridaki
standart normal dagilim fonksiyonunu elde edersin.

Normal egrinin altindaki alanin %68.26 s1 (ve boylece gozlemlerin %68.26 s1) aritmetik ortalamanin
birer standart sapma civarina diiser, %95.44 i (ve bdylece goOzlemlerin %95.44 () aritmetik
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ortalamanin ikiser standart sapma civarma diiser ve %99.72 si (ve bdylece gozlemlerin %99.72 si)
aritmetik ortalamanin tiger standart sapma civarina diiser. Daha 6nce buna ampirik kural ad:
verildigini ve bu yizdelerin kabaca 68-95-99.7 olarak ifade edildigini 6grenmistik.

M 95.44% 99.72%

p-o p u+o p+20 u-30 u+ 30

Standart normal dagilim i¢in bu olasiliklarin daha tafsilath bir taksimi de soyledir:

%34.13\%34.13
0

Normal Dagihhma Ait Tablolarin Kullanimi

Tablo B z-puanlari i¢in normal egri altindaki orantisal alanlar1 gdsteriyor. Spesifik olarak, bu tablo
yatay eksen (zerinde belirli bir z-puaninin soluna diisen alani gostermektedir. Mesela, asagidaki
diyagrama bakarsan 1.2 lik z-puaninin solundaki alanin orantis1 0.8849 dur:

.8849

lt2 Z puani

Egrinin altindaki alanin toplam1 1 olduguna gore, yatay eksen lizerinde bir z-puaninin sagina diisen
alant hesaplamak i¢in bu noktanin soluna diisen alani 1 den ¢ikartiriz. Mesela, —2.13 10K z-puaninin
sagina diisen alanin orantis1 1 — 0.0166 = 0.9834 tiir. (Alternatif olarak, simetriden dolayi, —2.13
degerinin sagindaki alanin +2.13 degerinin solundaki alana esit oldugunu sdyleyebiliriz ve buna goére
cevabi dogrudan Tablo B den okuyabiliriz.)

9834

2.13 z puant

Yatay eksen Gzerindeki iki z-puan1 arasindaki alan bir ¢ikartma islemiyle bulunabilir.Mesela, egrinin
1.23 ve 2.71 z-puanlar arasindaki alani s6yle hesaplariz: 0.9966 — 0.8907 = 0.1059.
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&

z puam 1 ,'23 2.'71

Bir olasilik verildigi zaman, Tablo B yi tersinden kullanarak bu olasiliga tekabiil eden z-puaninm
bulabiliriz. Mesela, solundaki alan 0.8982 olan z-puanini bulmak i¢in, tablo igeriginde 0.8982 ye en
yakin olasilig1 arastiririz ve tekabiil eden z-puanini okuruz. z-puaninin tam kismini ve onda birlik
kismini tablonun solundaki ilk siitundan yiizde birlik kismini ise iistiindeki ilk satirdan okuruz. Bu
durumda, 0.8982 olasiligina tablodaki en yakin deger 0.8980 dir ve tekabiil eden z-puan1 1.2 +

0.07 = 1.27 dir.
.8980

1.27 Z puam

Sagindaki alan 0.72 olan bir z-puanini bulmak i¢in, tabloda 1 — 0.72 = 0.28 olasilik degerini veya
ona en yakin degeri arariz. Tabloda 0.2810 olasilik degerine —0.58 z-puan1 karsilik gelmektedir.

-0.58 Z puam

Olgtimlerin Bir Modeli Olarak Normal Dagihim

Bir problemi ¢6zmek maksadiyla normal dagilimi bir model olarak kullanmak istedigimiz zaman,
yatay diizlemde ham degerleri ve z-puanlarin1 beraber gosterdigimiz bir normal egri ¢izmek genellikle
daha yararhdir.

Misal 1 Belirli bir marka ampuliin 6mri 1500 saatlik aritmetik ortalama ve 75 saatlik standart sapma
ile normal dagilmaktadir.
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1275 1350 1425 1500 1575 1650 1725 Saatler
-i‘! -'2 :l (') ; 5 5 Z puani

a. Rastgele secilecek bir ampiiliin 6mriiniin 1410 saaten az olmasi olasilig1 nedir?
Cevap: Once, 1410 saat degerini z-puanina doniistiirelim:
_ 1410—-1500

b
d 75

Sonra, Tablo B den —1.2 lik z-puaninin solundaki alan1 bulalim. Aradigimiz olasilik olarak, bu alanin
degeri 0.1151 dir.

1151
1410 1500 Saatler

12 0 Z puani
b. Rastgele segilecek bir ampuliin dmriiniin 1563 saat ve 1648 saat arasinda olmasi olasiligi nedir?
Cevap: 1563 saat ve 1648 saat degerlerini z-puanlarina doniistiirelim:
_ 1563 — 1500 _ 1648 — 1500

7, = — = 0.84 2y = = 1.97

Tablo B de 0.84 Uk z, ve 1.97 lik z, puanlarmin herbirinin solundaki alanlari sirasiyla 0.7995 ve
0.9756 olarak buluruz. Buna gore, rastgele secilecek bir mpulin émrunin 1563 saat ve 1648 saat
arasinda olmasi olasilig1 0.9756 — 0.7995 = 0.1761 dir.

1761

1500 1563 1648 Saatler
L L 1

1 ) 1
0 0.84 1.97 Z puani
c. Rastgele secilecek bir ampuliin dmriiniin 1416 saat ve 1677 saat arasinda olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: 1416 saat ve 1677 saat degerlerini z-puanlarina doniistiirelim:
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1416 — 1500 1677 — 1500
— =-1.12 z, =———— = 2.36

=TS 75
Tablo B de —1.12 lik z; ve 2.36 lik z, puanlarmin herbirinin solundaki alanlar1 sirasiyla 0.1314 ve

0.9909 olarak buluruz. Buna gore, rastgele secilecek bir ampuliin émriiniin 1416 saat ve 1677 saat
arasinda olmasi olasilig1 0.9909 — 0.1314 = 0.8595 tir.

.8595
T # T ——r
1416 1500 1677 Saatler
1 L 5
-1.12 0 2.36 Z puani

Misal 2 Bir paketleme makinasi her bir torbaya 16.1 kg piring doldurmak {izere kurulmustur.

Torbalardaki piring miktariin standart sapmasi 0.04 kg olan bir normal dagilima sahip oldugunu
farzedelim.

1598 16,02 16.06 1610 16.14 16.18 16.22 kg
L 1 ! J I l I
f T 1 T LS T 1

-3 -2 -1 0 1 2 3 Zpuani

a. Torbalarin ylizde kagindaki piring miktart en az 16 kg olacaktir?
Cevap: 16 kg degerini z-puanina doniistiirelim:
_16—-16.1

e
d 0.04 >

Tablo B de —2.5 luk z-puaninin solundaki alan1 0.0062 olarak buluruz. Buna gore aradigimiz olasilik
1 —0.0062 = 0.9938 dir. Hesapladigimiz olasilig1 %99.38 olarak ta yazabiliriz.

9938
0062
6 16,10 kg
2.5 0 Z puani

b. Torbalarin %10 undaki piring miktar1 kag kilogramdan daha az olacaktir?
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Cevap: Tablo B ye baktigimizda goériiyoruz ki 0.1 lik (aslinda 0.1003 lik) alan —1.28 lik z-puaninin
solundaki alandir. Simdi z-puanini ham puana doniistiirelim:

y —16.1
~128=2—""—
0.04

esitliginde gerekli degerleri yerlerine yazdiktan sonra,

y = —1.28(0.04) + 16.1
= 16.049 kg.

A

16.049 16.10 kg
1 1

-1.28 0 Z puani

I

c. Torbalarin %80 indeki piring miktari kag kilogramdan daha gok olacaktir?

Cevap: Tablo B ye baktigimizda goriiyoruz ki 1 — 0.8 = 0.2 lik (aslinda 0.2005 lik) alan —0.84 luk
Z-puaniin solundaki alandir ve boylece —0.84 Uk z-puanmin sagindaki alan egri altindaki toplam
alanin %80 idir. Buldugumuz —0.84 Uk z-puanini ham puana doniistiirelim:

y —16.1

—0.84 =
0.04

ve bu esitlikten,
y = —0.84(0.04) + 16.1
= 16.066 kg.

2 B

16.066 16.10 ke

_0?54 0 z puani
d. Torbalarin ortadaki %90 1 hangi agirliklar arasinda olacaktir?

Cevap: Ortadaki yiizde doksanlik alan her bir kuyrukta %S5 lik iki alan birakir. Tablo B de 0.0505 lik
alanin —1.64 |0k z-puaninin solundaki alan oldugunu goriiyoruz. Ayni sekilde 0.495 lik alan —1.65
lik z-puaninin solundaki alandir. Standart normal egri altinda ortaya diisen %90 lik alanin simetrik
olmasi gerektigini biliyoruz. Boylece alt sinir olarak —1.645 lik z-puanini ve {ist sinir olarak ta 1.645
lik z-puanini kullanacagiz. Buldugumuz z-puanlarini ham puanlara donistiiriirsek, alt siniri,

Yair = —1.645(0.04) + 16.1
= 16.034 kg.
ve ust sinirt,

Yust = 1.645(0.04) + 16.1
= 16.166 kg.
olarak hesaplariz.
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i
16.034 16.1 16.166 kg

4 L i
~1.645 0 1.645 Z puani

Eger elindeki verinin dagilimi simetrik ve tek-tepeli degilse normal modeli kullanma!

Miistereken Kullanilan Olasihiklar ve Mutekabil z-Puanlar:

Misal 2 nin d. sikkinda gorildigi gibi ¢ogu zaman verinin ortaya diisen belirli bir yilizdesini
sinirlayan degerleri bulmak arzu edilir. Ileride kolaylik saglamasi bakimindan en ¢ok kullanilan sinir
degerleri z-puanlar cinsinden asagida not edilmistir.

~1.645  1.645 -1.96 1.96 -2.576 2.576

Degerlerin ylizde doksan1 —1.645 ve 1.645 lik z-puanlar arasindadir, degerlerin yiizde doksan besi
—1.96 ve 1.96 lik z-puanlar1 arasindadir ve degerlerin yiizde doksan dokuzu —2.576 ve 2.576 lik
Z-puanlari arasindadir.

Bazen belirli yizdeliklerin degerlerini bulmak arzu edilir. Mesela,

A A -99

1.282 1.645 2.326

Degerlerin ylizde doksani 1.282 lik z-puaninin altindadir, degerlerin yiizde doksan besi 1.645 lik
Z-puaninin altindadir ve degerlerin yiizde doksan dokuzu 2.326 lik z-puanimin altindadir.

Negatif z-puanlari i¢in miitekabil neticeler s6z konusudur:

~1.282 _1.645 _2.326

Degerlerin yiizde doksan1 —1.282 lik z-puaninin tsttindedir, degerlerin yiizde doksan besi —1.645 lik
Z-puanimin Ustindedir ve degerlerin yilizde doksan dokuzu —2.326 lik z-puaninin Ustlindedir.

Bazi tamsayili z-puanlari arasina diisen degerlerin yiizdelerini not etmek te bazen yararl
olabilmektedir.

-1 1 =2 2 B 3

Daha evvel de 68-95-99.7 kuralinda ifade edilmis oldugu tizere, degerlerin %68.26 s1 —1 ve +1 lik
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Z-puanlari arasindadir, degerlerin %95.44 it —2 ve +2 lik z-puanlar1 arasindadir ve degerlerin %99.74
U —3 ve +3 luk z-puanlari arasindadir.

Misal 3 Belirli bir yorede yetigkin erkeklerin boy aritmetik ortalamasi 170 cm ve standart sapmasi
6.5 cm olsun.

a. Eger dagilim normal ise, erkeklerin ortadaki %95 i hangi iki boy uzunlugu arasindandir?

Cevap: Daha evvel not edildigi tizere, bu durum igin Kritik z-puanlar1 £1.96 dir ve boylece boy i¢in
iki sinir degeri aritmetik ortalamadan 1.96 standart sapma uzakliktaki degerler olacaktir. Buna gore
alt sinir,

170 — 1.96(6.5) = 157.26 cm
ve st sinir,

170 + 1.96(6.5) = 182.74 cm.
b. Boylarin yiizde doksani hangi degerin altindadir?
Cevap: Bu durumda kritik z-puan1 1.282 dir ve bdylece aradigimiz deger,
170 + 1.282(6.5) = 178.33 cm.
c. Boylarin yiizde doksan dokuzu hangi degerin iistiindedir?
Cevap: Bu durumda kritik z-puan1 —2.326 dir ve bdylece aradigimiz deger,
170 — 2.326(6.5) = 154.88 cm.
d. Boylarin +1, +2 ve +3 |k z-puanlari arasina diisen ylizdeleri sirasiyla kagtir?
Cevap: Sirasiyla %68.26, %95.44 ve %95.74.

Aritmetik ortalamalari ve Standart sapmalari Bulma

Eger bir dagilimin normal oldugunu biliyorsak, u yU ve o y1 hesaplamak icin popiilasyonun
yuzdelerini kullanabiliriz.

Misal 4 Aritmetik ortalamas1 25 olan bir popiilasyon veriliyor. Eger tiim olanakli gézlem degelerinin
%18 inin 29 un Ustiinde oldugunu biliyorsak, standart sapma kagtir? Dagilimin normale uydugunu
farzediyoruz.

Cevap: Tablo B de 0.82 lik olasiliga karsilik gelen z-puani 0.92 dir. Buna gore, 0.92 lik standart
sapmaya,

29—-25=4
ham degeri karsilik gelmektedir. Yani,
0920 =4
ve
-t 4.35
770092 Y
.82 A8
2!5 29 Ham deger
(=) 0.:92 Z puani
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Misal 5 Standart sapmasi 10 olan bir normal dagilim veriliyor, eger degerlerin %21 i 50 den kiigiikse,
aritmetik ortalama kagtir?

Cevap: Tablo B de 0.21 olasiligina tekabiil eden z-puan1 —0.81 dir. Bdylece 50 degerinin aritmetik
ortalamaya olan uzaklig1 —0.81 lik standart sapmaya tekabuil eder. Buna gore,

1 =50+ 0.81(10) = 58.1.

21

L
50 u Ham deger

4 }
~0.81 0

Z puani
Misal 6 Bir normal dagilima ait degerlerin %80 i 125 in {stiinde ve %90 1 110 un istiindedir.
Aritmetik ortalama ve standart sapma kagtir?

Cevap: Tablo B den kritik z-puanlarin1 —0.84 ve —1.28 olarak buluruz. Boylece,

125 — 110 —
K 084 ve K 128

g

denklemlerini elde ederiz.
125 —u = —-0.840
110 —u = —1.280
denklem sistemini es zamanl ¢ozersek,
u=153.64 ve o = 34.09.

125 Ham deger 110 I
-0.84 0 z puani —]:28 6

Binomiyale Normal Yaklasim

Binomiyal dagilimin pek ¢cok uygulamasinda 6rnek hacmi n sonsuza gider. Bdyle olmakla beraber,
blyuk n durumunda binomiyal olasiliklarin hesaplanmasi pek giiglesir. Normal dagilim binomiyal
dagilimin bir limiti olarak goriilebilecegi i¢in, bu durumda normal dagilimi kullanarak binomiyal
dagilima yaklasmak dogal bir ¢6ziimdiir.

Binomiyal dagilim yalnizca tam say1 degerler alir. Buna karsin, normal dagilim araliklar {izerindeki
alanlara tekabil eden olasiliklarla siireklidir. Bu yiizden, bir dagilimdan digerine doniistirmemiz
gerekir. Bir yaklasim olarak soyle yapariz. Her binomiyal olasilik, arzu edilen tam say1 degeri
ortalayan birim araligin normal olasiligina tekabiil eder. Boylece, mesela, 8 basarinin binomiyal
olasiligina yaklagmak i¢in 7.5 ve 8.5 arasindaki normal olasilig1 belirleriz.

Misal 7 Belirli bir deterjan markasi kutularinin %15 inde hediye ¢eki var. Kirk kutu deterjan satin
alan bir kigiye tam olarak 5 hediye ¢eki ¢ikmasi olasiligi nedir?
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Cevap: Binomiyal cevap sudur:

|
- 5 35
(55757 (©19)°(0:85)%
Fakat, hesaplamasi biraz mesakkatli gortniyor. Normal dagilimi kullanarak cevaba yaklagmak igin,
Once aritmetik ortalama ve standart sapmay1 hesaplayalim:

u=nm=4000.15) =6

o =/nr(1—m) =,/40(0.15)0.85 = 2.258.

Sonra mitenasip z-puanlarini hesaplariz:

45-6 55—-6
= —0.66 ve

2.258 2258 022

Tablo B de miitekabil olasiliklar1 bularak nihai cevabimiza ulasiriz:

0.4129 — 0.2546 = 0.1583.
(Binomiyal dagilimi kullanmis olsaydik, eger, gercek cevap 0.1692 olacakti. iki sonug neden farkli?
CUnku bir yaklagimda bulunduk.)

45 55 Cekli kutu

o

L L
1 1
066 0220 Z puani

Normalin binomiyale yaklagimini kullanmak, birden ¢ok araligin olasilig1 s6z konusu oldugu zaman
daha yararli hale gelir.

T ——

TN

/ \

AN
Misal 8 Eger popiilasyonun %60 1 mevcut hiikiimetin vergi politikalarin1 destekliyor ise, 250 kisi ile
yapilan bir yoklamada en ¢ok 155 kisinin koyulan vergileri destekliyor olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: Gergek cevap 156 adet binomiyal ifadenin toplamidir:

250!
250 4 ... 155() 495
(0.4)=% 4+ --- 4+ 155!95!0.6 0.4

Mamafih, normal dagilimi kullanmak suretiyle, daha ¢abukca ve daha kolayca iyi bir yaklasimda
bulunabiliriz. Aritmetik ortalamayi ve standart sapmay1 hesaplayalim:

i =nm = 250(0.6) = 150
o =nn(1—m) =/250(0.6)0.4 = 7.746
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En ¢ok 155 basarinin binomiyali 155.5 un altinin normal olasiligina tekabiil eder. 155.5 ham degerinin
Z-puani olarak karsilig1,

155 — 150 _

= 0.71
7.746
Tablo B ye baktigimizda nihai cevab1 0.7611 olarak buluruz. (Binomiyal dagilimi kullanmuis olsaydik,

eger, gercek cevap 0.7605 olacakt.)

150 1555 Kisi

L 1
L

0 071 z puani

Binomiyal dagilima normal dagilimla yaklagmak iyi midir? Cevap, elbette, belirli durumlardaki hata
toleranslarina baglidir. Bir genel kural olarak, hem nm hem de n(1 — ) degerleri 10 dan biiytik ise
binomiyale normalle yaklagmak iyidir.

Normalligin Kontrolii

Bir 6grenme-calismasinin verisi toplandigi zaman, veri analizi sfhasinda normal modele dayali
prosedurleri kullanmadan 6nce verinin normal bir popiilasyondan gelip gelmedigine karar vermek
gerekir. Sonraki boliimlerde isleyecegimiz veri analizi tekniklerinin bir ¢ogu verinin dagiliminin
normale uydugunu varsaydigi i¢in, normalligin kontrolii bu bakimdan da énemlidir. Ancak, sunu
aklindan ¢ikarmamalisin ki bir 6rnegin dagilimimin bu 6rnegin ¢ekildigi popiilasyonun dagilimini
gercekten yansitabilmesi 6rnek hacmi ile iliskilidir. Yani yeterince genis hacimli bir drnek yoksa
elinde, bu drnekten elde edecegin verinin frekans dagilimi, popiilasyonun dagilimina benzemeyebilir.

Misal 9 Bir Ulkede bakanlik yapmis 43 kisinin makama ¢ikma yaslar soyledir: {57, 61, 57, 57, 58,
57, 61, 54, 68, 51, 49, 64, 50, 48, 65, 52, 56, 46, 54, 49, 51, 47, 55, 55, 54, 42, 51, 56, 55, 51, 54, 51,
60, 61, 43, 55, 56, 61, 52, 69, 64, 46, 54}. Dagilimin kabaca normal oldugu neticesine varabilir miyiz?

Cevap: Verinin dagilimini bir histogramla betimleyebiliriz:

13

10

Frekans

Frekans dagilimin1 gérmek icin, alternatif olarak nokta-grafigini, dal-yaprak grafigini ve kutu
grafigini de ¢izebilirdik:
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Grafiklerin tiimii bize dagilimin tek-modlu ve simetrik oldugunu ve bir ¢an egrisine benzedigini
gOsteriyor.

Normal dagilimi sayisal dlgiilerle de test edebiliriz: Elimizdeki verinin aritmetik ortalamasi 54.81 yil,
ortancasi ise 54.67 yildir. Bu iki merkez 6lgiistinlin bir normal dagilimda, dagilimin simetrik yapisi
geregince, biribirine esit olmas1 gerektigini biliyoruz. Oyleyse, bu bakimdan, makama ¢ikma yast
verisinin dagilimi normal dagilima oldukg¢a yakindir. Clnku verinin aritmetik ortalamasi ve ortancasi
biribirine ¢ok yakin.

Normalligi kontrol etmeye yarayan baska bir 6zel grafiksel gosterim normal olasilik grafigidir.
Verinin dagilimi yaklasik normal oldugu zaman, bu grafik sol alt kdseden sag iist kdseye uzanan
kabaca duiz bir ¢izgidir. Bu grafik, bir histograma nazaran, normallikten sapmalar1 daha belirgince
gostermekle beraber, onun kadar kolay anlasilabilir degildir. Ote yandan, normal olasilik grafigini
elle hesaplamak ve ¢izmek zordur. Mamafih, teknolojiyi kullanirsan eger, mesela bir istatistiksel
yazilim paketi ile ¢izmek kolaydir. Misal 9 daki verinin normal olasilik grafigi sudur:

701 .

-
-
..

-

& &
I I

Makama cikma yasi
W
O
4
1

40J L i 1 L 'l 1

}
1 1 I

) 1 ' 1
2-15-1=-5 0 5 1 15 2

Normal puanlar

—te
-4

Normal dagilim ger¢ek diinyada 6l¢iilen degiskenlerin bir cogunun dagilimi i¢in giizel bir modelidir.
Mesela, bir ¢ok kisiye uygulanan egitimle ilgili veya psikolojik testler, ayni fiziksel niceligin
tekrarlayan olcumleri veya bir biyolojik popilasyonun bireyleri Uzerinde tekrarlanan dl¢ciimler gibi.
Diger baz1 degiskenlerin dagilimi ise normal egri ile modellenemez. Bunlar genelde saga veya sola
dogru agir ¢arpik veya ¢ok-tepeli dagilimlara sahiplerdir. Mesela bir tilkedeki kisilerin yillik geliri
normal bir dagilima sahip degildir, saga agir ¢arpiktir.

Surekli Rastgele Degiskenler i¢cin Beklenen Degerler

Onceki béliimlerde, drnek verideki “merkez” ve “yayilim” nosyonlarinin, érnek verinin icinden
cekildigini varsaydigimiz kesikli rastgele degiskenlere nasil uzatildigini gordiik. Bilhassa, bir kesikli
rastgele degiskenin beklenen degeri (ki ayn1 zamanda aritmetik ortalama deriz) bir 6rnek verinin
aritmetik ortalamasi fikrinin bir uzantisiydi. Ve benzerce, bir kesikli rastgele degiskenin kendi
aritmetik ortalamasindan kareli sapmasinin beklenen degeri (ki ayni1 zamanda varyans deriz) bir 6rnek
verinin varyansi fikrinin bir uzantisiydi.

Bu, stirekli rastgele degiskenler i¢in de dogrudur. Herhangi bir Y siirekli rastgele degiskeni i¢in, Y
nin beklenen degeri (yani aritmetik ortalamasi) o degiskenin merkezinin bir dl¢iistidiir. Eger Y nin
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ornekleri ¢ekilirse, bu oOrneklerin aritmetik ortalamalar1 Y nin aritmetik ortalamasinin etrafinda
salinacaktir. Bir siirekli rastgele degiskenin beklenen degeri (veya aritmetik ortalamasi), ayni kesikli
rastgele degiskenlerinki gibi, cogu zaman E (Y) veya u ile gosterilir.

Benzerce, herhangi bir Y siirekli rastgele degiskeni igin, Y nin kendi aritmetik ortlamasindan kareli
sapmasinin beklenen degeri (yani varyansi) o degiskenin yayiliminin bir 6l¢isiidiir. Eger Y nin
ornekleri g¢ekilirse, bu orneklerin varyanslar1 Y nin varyansinin etrafinda salinacaktir. Bir stirekli
rastgele degiskenin kendi aritmetik ortlamasindan kareli sapmasinin beklenen degeri (veya varyansi),
ayni kesikli rastgele degiskenlerinki gibi, cogu zaman E[(Y — uy)?] veya o2 ile gosterilir.

Bir siirekli rastgele degiskenin beklenen degerleri nosyonu kesikli rastgele degiskenlerinki ile ayni
olmakla beraber, matematiksel tanimlar1 farklidir. Burada bu Olgiilerin matematiksel tanimlarina
girmeyecegiz. Ogrenmeye-calistigimiz yegane siirekli olasilik dagilimi olan normal dagilim igin,
beklenen degelerin hesaplanmasi bizim Onceligimiz olmayacak. Mamafih, kesikli olasilik
dagilimlarmin beklenen degerlerine iligkin kurallar siirekli olasilik dagilimlari igin de aynen
gecerlidir. Soyle ki herhangi bir Y siirekli rastgele degiskeni icin,

Hy+q = Uy T a
Upy = buy
O_lgia = 0-1;
ohy = b*ay

ve X, Y bagimsiz siirekli rastgele degiskenleri igin,

Ux+y = Ux T Uy

2 _ 2 2
Ox+y = 0% + 0y
kurallar1 gegerlidir.

Misal 10 Bir makine eleman1 bir cubuk ve bunun iki ucundaki basliklardan murekkeptir. Bu Ug¢ parca
bagimsizca iretilmekte ve bunlar kendi iclerinde bir miktar degiskenlik gostermekte. Cubugun
uzunlugu 12 santimetrelik aritmetik ortalamaya ve 0.004 milimetrelik standart sapmaya sahip.
Basligin uzunlugu 2 santimetrelik aritmetik ortalamaya ve 0.001 milimetrelik standart sapmaya sahip.
Mevzubahis makine elemaninin toplam uzunlugunun aritmetik ortalamasi ve standart sapmasi nedir?

Cevap: Elemanlarin aritmetik ortalama uzunlugunu séyle beyan edebiliriz:

MHeteman = Meubuk t 2//‘b(1§llk
Heleman = 12 cm + 2(2 cm)

Heteman = 16 cm
Pargalarin iiretimi biribirinden bagimsiz olduguna gore, elemanlarin varyansimi soyle beyan
edebiliriz:

2 — 2 2
Ocleman = Ugubuk + 2O—basllk

02 oman = 0.004% + 2(0.0012)
2 man = 0.000018 mm

Ocleman

ve elemanlarin standart sapmasi,

Goteman = V0.000018 mm = 0.004243 mm

Misal 11 Misal 10 dan devamla, makine pargalarinin boyutlarinin ¢gogunlukla kabaca normal dagilim
gosterdigi biliniyor.

a. Gubuklarin %95 inin uzunlugu hangi 12 + t,p, ve bashiklarin %95 inin uzunlugu hangi 2 +
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tpasuk araligindadir? Hesaplayacagin Ftopyx V€ titpqen degerleri genellikle pargalarin “dogal
toleranslar1” olarak adlandirilir.

Cevap: Bir normal dagilimda aritmetik ortalamanin etrafindaki %95 lik alanin sinirlar1 4 £ 1.960
dir. Boylece, ¢ubuklarin %95 inin uzunlugu su araliktadir,

12 + toypu = 12 + 1.960 50 = 12 + 1.96(0.04 cm) = 12 + 0.0784 cm

Basliklarin %95 inin uzunlugu su araliktadir,
2 + tpasuk = 1.960,q5ux = 2 £ 1.96(0.01 cm) = 2 + 0.0196 cm

b. Istatistiksel teori bize sdylemekte ki bagimsiz herhangi normal rastgele degiskenlerin toplami yine
bir normal dagilima sahiptir. Oyleyse, elemanin toplam uzunlugu da kabaca normaldir. Toplam
uzunlugun dogal toleransi nedir?

Cevap: Misal 11 de elemanlarin aritmetik ortalamasini1 16 cm ve standart sapmasini 0.004243 mm
olarak hesapladik. Buna gore, toplam uzunlugun dogal toleransi,

+1.96(0.04243 cm) = +0.000832 cm.
Dikkat edersen, elbette ki t; + 2t, = 0.0784 + 2(0.0196) = 0.1176 cm degil.
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Mini Proje 11

MP 01 de topladigin veri kiimesinde yer alan nicel degiskenlerin nispi frekans dagilimlarinin normal
dagilima uyup uymadigini olanakli tiim vasitalar1 kullanmak suretiyle denetle.
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BOLOM 12 | ORNEKLEME DAGILIMLARI

Giris

llgilendigimiz bireylerin timinin kiimesi bir popilasyondur. Bir érnek ise popiilasyonun bir
pargasidir ki popiilasyonu temsil etmek i¢in kullaniriz. Popiilasyon aritmetik ortalamast u,
populasyon standart sapmasi o Ve popiilasyon orantisi T popilasyon parametreleri icin birer misaldir.
Bunlar1 ancak sozkonusu popiilasyona ait tiim olanakli gdzlemlerden hesaplayabiliriz. Ornek
aritmetik ortalamasi y, drnek standart sapmasi s ve ornek orantist p 6rnek istatistikleri icin birer
misaldir. Bunlar1 s6zkonusu popiilasyondan ¢ektigimiz bir drnekten hesaplariz.

Bir ornek istatistigini o ornegin ig¢inden ¢ekildigi popllasyon parametresinin bir kestirmi olarak
kullaniriz. Populasyon parametresi sabit (ayn1 zamanda mechul) bir deger olmakla beraber, drnek
istatistigi secilecek ornege gore degisebilir.

Bir istatistigin nasil degistigini gosteren olasilik dagilimina, ornekleme dagilim:i ad1 verilir. Eger
ornekleme dagilimmin aritmetik ortalamasi iligkin oldugu popiilasyonun parametresine esitse,
ornekleme dagilimi yansizdir.

Bir 6rnekleme dagilimi, bir 0rnegin dagilimi ile ayni sey degildir.

Insanlarin ortalama viicut agirligi nedir? Yiiksek kolesterole sahip insanlarin orantisi nedir? Bir
popiilasyon hakkinda 6nemli bir hakikati bilmek istiyoruz, fakat bu hakikat fiilen bilinebilir degildir.
Yapabilecegimiz; miimkiin oldugunca genis hacimde ve miimkiin oldugunca temsil kabiliyeti yiiksek
bir grup bireyden dikkatlice veri toplamak ve bu verinin sagladigi enformasyonu popiilasyon
parametresinin degerini kestirmek igin kullanmaktir. Peki, hakikate ne kadar yakin olabiliriz?
Biliyoruz ki farkli 6rnekler farkli kestirimler verebilecektir ve boyle olunca, ornekieme hatas
kacinilmazdir. Harika olan ve bu bélimde 6grenecegin sey, bu 6rnekleme hatasini niceleyebiliyor
(yani sayisal olarak Olgebiliyor) olabildigimizdir. Sunlara benzer ifadelerde bulunabiliyoruz:
“kadinlarin aritmetik ortalama agirligi %99 olasilikla 61 kg + 4 kg arasindadir” veya “yiiksek
kolesterolii olan insanlarin orantis1 %95 olasilikla %41 + %3 arasindadir”.

Ornek Aritmetik ortalamasmin Ornekleme Dagilin

Farzedelim ki bir populasyonun aritmetik ortalamasini kestirmek istiyoruz. Kestirimimiz i¢in basitge
populasyondan bir gézlem degerini rastgele segebiliriz, yani n = 1. Fakat boyle yaparsak, cevabimiza
cok az glvenebiliriz. Bodyle yapmak yerine, farzedelim ki populasyondan 100 gézlem degerini
cekiyoruz ve aritmetik ortalamasini hesapliyoruz, yani n = 100. Sunu sezgisel olarak biliriz ki
cektigimiz daha genis hacimli bir Ornegin aritmetik ortalamasimin popiilasyonun aritmetik
ortalamasina daha yakin olmasi sansi, popiilasyonun tek bir Uyesininkinden daima daha fazladir.

Popiilasyon

Ornek

-
Y

TR
TN W

o -

Bir ornek cekersek ve y aritmetik ortalamasii hesaplarsak, popiilasyondaki bireylerin bir kismini
rastgele Orneklemis olacagimiza goére, tUm olanakli Ornek aritmetik ortalamalari uzayindan bir
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aritmetik ortalamay1 rastgele segmis oluruz. Tek bir drnegin aritmetik ortalamasinin anlamliligini
degerlendirmek i¢in, 6rnek aritmetik ortalamalarinin nasil degistigini bilmemiz gerekir.

Ayn1 hacimdeki tiim olanakli 6rneklerin aritmetik ortalamalar1 kiimesini géz oniine alalim. Gayet
asikar ve makul ki y Ornek aritmetik ortalamalarmmin dagilimi, bu aritmetik ortalamalar
popllasyonunun aritmetik ortalamas: py etrafinda Obeklesecektir ve dahasi Ornek aritmetik
ortalamalarinin bu 6beklesmesi popiilasyona ait orjinal gézlem degerlerininkinden daha siki olacaktir
(Nigin daha siki olacaktir? Sebep?). Esasen, ¢ekilen 6rnegin hacmi ne kadar genis olursa, 6beklesme
de o kadar siki olacaktir. (Zaten, biliyoruz ki érnek aritmetik ortalamasi popiilasyon aritmetik
ortalamasinin yansiz bir kestirimidir.) Eger orjinal popiilasyonun dagilimi normal (yani, ¢an egrisi
seklinde) olsaydi, bu popiilasyondan ¢ekilecek ayni hacimdeki 6rneklerin aritmetik ortalamalarinin
dagilimin da normal olmasini beklemez miydin?

Hy y

Aritmetik ortalamalar kiimesinin o standart sapmasini nasil hesaplarnz? Varyansi o olan bir
popiilasyondan hacmi n olan bir érnek ¢ekiyoruz. Ornek aritmetik ortalamasini hesaplarken, énce n
tane gbzlem degerini topluyoruz ve sonra n e boluyoruz. Toplamlarin kiimesine ait varyans,
matematiksel olarak, orijinal gozlem degerleri kiimelerine ait varyanslarin toplamina esittir. Bu
durumda,

Ofoplam = 0% + -+ 0% = no?.
Bir kiimenin her eleman1 bir sabite boliiniirse, matemtiksel olarak, yeni varyans eski varyansin sabitin
karesine bolumudur. Ornek aritmetik ortalamalari, toplamlarmn n e béliinmesiyle elde edildigine gore,
matematiksel olarak, aritmetik ortalamalarin varyansi da toplamlarin varyansim n? ye bolmek
suretiyle elde edilir. BOylece, 6rnek aritmetik ortalamalarinin, 03-% ile simgeledigimiz varyansini
bulmus oluruz,

2 2 2
2 GToplam _ no 4

O' =
y n2 n2 n

Standart sapma cinsinden ifade edersek,

Oy Nk

Ornekleme dagilimi teorisini, daha iyi anlagilabilmesi bakimindan, bir 6rnek aritmetik ortalamasiin

ornekleme dagiliminin elde edilmesi iizerinden sdyle senaryolastirabiliriz:

e Elimizde bir popilasyon var ve bu populasyonun aritmetik ortalamas: u ve standart sapmasi o
olarak veriliyor.

e Bu popiilasyondan ¢ektigimiz hacmi n olan tim olanakli &rneklerin aritmatik-ortalamalarini
hesapliyoruz.

e Aritmetik ortalamalar kiimesinin aritmetik ortalamas: u; populasyonun aritmetik ortalamas: i ye
esit ¢ikar. Aritmetik ortalamalar kimesinin standart sapmasi1 oy ise populasyonun standart

sapmasinin 6rnek hacminin karekdkiine boliimiine esit ¢ikar, yani o /v/n.

Bu bir senaryo, ¢iinkii rastgele bir 6rnegin aritmetik ortalamasinin 6rnekleme dagilimimi elde etmek
icin, ayn1 hacimdedeki tiim olanakli 6rnekleri gekmenin pratik bir gergekligi yok elbette. Kaldi ki bir
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populasyonun aritmetik ortalamasi, diger biitiin parametreleri gibi, sabit ama ¢ogu zaman pratikte
mechuldur.

Suna dikkatini cekmek isterim ki 6rnek aritmetik ortalamalari kiimesinin varyansi orijinal
popiilasyonun varyansi ile diiz ve orneklerin hacmi ile ters yonde degisirken, 6rnek aritmetik
ortalamalar1 kiimesinin standart sapmasi orijinal popiilasyonun standart sapmasi ile diiz ve 6rneklerin
hacminin kare koki ile ters yonde degisir. Mesela, belirli bir insan toplulugunda, rastgele secilen bir
geng kizin santimetre cinsinden boyu N(166.3, 6.3) dagilimina gore degisir, yani Y~N(166.3,6.3).
Bu toplulukta, rastgele secilen 100 gen¢ kizin boyunun aritmetik ortalamasi ise N(166.3, 0.63)
dagilimina gore degisir, yani Y~N(166.3,0.63). Soyle ki:

uy = pu = 166.3
ve
o 6.3 0.63
O = — = —= ().
Y7 \yn 100

Netice itibariyla, bir gen¢ kizin boyu popiilasyon aritmetik ortalamasi etrafinda ¢ok fazla degisirken,
100 geng kizdan olusan 6rnegin aritmetik ortalamasi popiilasyon aritmetik ortalamasi etrafinda bunun
onda biri kadar bir degiskenlige sahiptir (bu misale miinhasiran).

Misal 1 Belirli bir cinse ait elmalarin ortalama agirligi 150 gr ve standart sapmasi 30 gramdir. Bu
elmalar bir manavda her birinde 12 elma bulunan kutularda satilmaktadir. Eger miisteriler satin
aldiklari her kutunun i¢indeki elmalarin ortalama agirhigimni belirleselerdi, bu ortalamalarin aritmetik
ortalamasi ve standart sapmasi ne olurdu?

Cevap: Hacimleri 12 birey olan drneklere sahibiz. Bu drneklerin aritmetik ortalamalarinin aritmetik
ortalamasi popiilasyonun aritmetik ortalamasina esit olacaktir, yani 150 gram Bu 6rnek aritmetik
ortalamalarinin standart sapmasi ise,

30
—— = 8.66 gram.

V12
Dikkat ettiysen, aritmetik ortalamalar kiimesinin aritmetik ortalamasim1 ve standart sapmasini
verirken, dagilimin seklini betimlemedik. Eger, ayn1 zamanda, orijinal popiilasyonun normal oldugu
bize sdylenmis olsaydi, o zaman aritmetik ortalamalar kiimesinin bir normal dagilima sahip oldugu
neticesine varabilirdik.

Misal 2 Bir Universitenin 6grencilerinin bir aylik zorunlu harcamalari, aritmetik ortalamast 650 TL
ve standart sapmast 120 TL olan bir normal dagilima sahiptir. Bu Universitenin 6grencilerinin 10
kisilik bir basit rastgele 6rneginin bir aylik zorunlu harcamalarinin aritmetik ortalamasinin 600 TL ve
700 TL arasinda olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: Hacmi 10 kisi olan tiim olanakli 6rneklerin aritmetik ortalamalar1 kiimesinin aritmetik
ortalamasi ve standart sapmasi soyledir:

120
Uy = 650 TL ve oy = \/—_ = 37.95TL.
10

Dagilimin normal oldugunu bildigimize gore, 600 TL ye ve 700 TL ye tekabiil eden z-puanlar

sirastyla soyledir:
600 — 650 132 ve 700 — 650 132
3795 3795 77

Tablo B yi kullanarak, aradigimiz olasilig1 soyle buluruz:
0.9066 — 0.0934 = 0.8132
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1
600 650 700 7(n=10)

L
1] 1]
-1.32 0 1.32 z puani

Merkezi Limit Teoremi

Hemen yukaridaki misalde orijinal popiilasyonun dagiliminin normal oldugunu varsaydik. Ne var ki,
birakalim tiim popiilasyonlarin normal dagilmalarini, bazi populasyonlarin dagilimi normale yaklagir.
Boyle olmakla beraber, orijinal popiilasyonun dagilimi her ne olursa olsun, eger n yeterince biiytkse
(en az 30), ornek aritmetik ortalamalari kiimesinin dagiliminin normale yaklastigi matematiksel
olarak gosterilebilir. Mesela, farkli kisilerin bakkal diikkanlarinda harcadigi para miktarinin normal
dagildigin1 farzetmek i¢in makul bir sebebimiz olmayabilir. Mamafih, eger her giin bir bakkaldan
¢ikan 30 kisiyi yoklar ve bakkal faturalarmin aritmetik ortalamalarin1 hesaplarsak, gorecegiz ki bu
gunluk aritmetik ortalamalar yaklasik olarak bir normal dagilima sahip olacaktir.

Yeniden ifade edersek, herhangi bir 6rnek aritmetik ortalamasinin 6rnekleme dagilimi 6rnek hacmi
biiylidiikce normale daha ¢ok yaklasir. Bilmemiz gereken sey gozlem degerlerinin bagimsiz olmasi
ve rastgelelestirme ile toplanmis olmalaridir. Orijinal popiilasyonun dagiliminin sekline dair bir sey
bilmemiz gerekmiyor. Bu olgu, istatistik biliminde merkezi limit teoremi olarak adlandirilir. Merkezi
limit teoremi bize sunu sdyler: Aritmetik ortalamasi u ve standart sapmasi ¢ olan bir populasyondan
¢ektigimiz n hacimli bir 6rnegin y aritmetik ortalamasinin 6rnekleme dagilimi yaklasik olarak p

aritmetik ortalama ve % standart sapma ile normaldir. Ornek hacmi genisledik¢e bu yaklasim da
artar.

Yeterince genis bir 6rnek hacmi i¢in yukarida kabaca andigimiz n > 30 smnur1 esasen ¢ogu zaman
n = 40 olarak kullanilir ve eger kestirimde daha fazla isabetlilik gerekiyorsa veya eger orijinal
popiilasyonun sekli normalden asir1 uzaksa n daha blytk secilmelidir. Elbette basit rastgele 6rnek
varsayimi gecerli olmali ve n popiilasyonun %10 undan daha biiylik olmamalidir.

Misal 3 Gegmis deneyimden, biliniyor ki bir bélgede hane basina giinliik ekmek tiiketimi 650 gram
ve standart sapmasi1 420 gramdir. Bu bolgede 100 hanelik bir basit rastgele drnek ¢ekilirse, aritmetik
ortalama ekmek tiiketiminin 700 gramdan ¢ok olmast olasiligi nedir?

Cevap: Ornek hacmimiz 30 dan genis ve bir basit rastgele drnegimiz var. Merkezi limit teoremine
gore ornek aritmetik ortalamalar1 kiimesinin dagilimi 650 gramlik aritmetik ortalama ve
420/4/100 = 42 gramlik standart sapma ile yaklasik olarak normaldir. Ornegimizin aritmetik
ortalamasina tekabiil eden z-puant,

700—650_119
42 o

olarak hesapladiktan sonra, Tablo B yi kullanarak drnek aritmetik ortalamasimin 700 gramdan ¢ok
olmasi olasiligin1 buluruz:

1—-0.8830 = 0.1170 veya %11.7
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L

650 700 ¥ (n=100)
L L
0 1.19 z puani

Misal 4 Bol ¢igekli bir yaylada kovan basma bal tiretiminin aritmetik ortalamasi 25 kilogram ve
standart sapmasi 2.3 kilogramdir. Kirk kovanlik bir basit rastgele 6rnegin kovan basina aritmetik
ortalama bal tretiminin 24.5 kilogram ve 25.5 kilogram arasinda olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: Ornek aritmetik ortalamasinin 6rnekleme dagilimmin aritmetik ortalamas: ve standart
sapmasi, sirasiyla,

5 = 25 kilogram ve oy = — = 0.364 kilogram.
.uy g y \/4—0 g
Ornek aritmetik ortalamasinin bulunmasini arzu etti§imiz araligi smirlayan degerlere tekabil eden
Z-puanlari, sirasiyla,
245-25 25.5-25

——=-137 L —— =1.37.
0.364 0.364

Tablo B yi kullanarak, 6rnekte kovan bagina bal tiretiminin aritmetik ortalamasinin 24.5 kilogram ve
25.5 kilogram arasinda olmasi olasiligini sdyle buluruz:

0.9147 — 0.0853 = 0.8294

24.5 25 25.5 7 (n=40)

1 L

1
L] L)
-1 .137 0 1.37 Z puani

Bu boliimde birden ¢ok dagilimdan bahsediliyor olmasi kafalar1 karigtirmasin. Birinci olarak, orijinal
popiilasyonun dagilimi var ki sekli belki {iniform, belki ¢an egrisi, belki ¢arpik olabilir. Ikinci olarak,
ornekteki verinin dagilimi var ve 6rnek hacmi arttikca bu dagilim popiilasyonun dagilimina benzer.
Uctinct olarak, gekilen 6rnekle ayni hacimdeki olanakli drneklerin aritmetik ortalamalarinin dagilimi
var ki bu 6rnekleme dagilimina, orijinal popiilasyonun dagiliminin sekline bakilmaksizin, bir normal
dagilim modeli ile yaklasilabilir.

Ornek Orantisinin Ornekleme Dagilhim

Aritmetik ortalama esasen nicel bir 6l¢ii(m) olmakla beraber, oranti esasen bir nitel yaklasimi temsil
eder. Uzerinde durdugumuz sey, bir dzelligin basitce varligi veya yoklugudur. “Evet” yanitlarin
sayariz ve bir oranti teskil ederiz. Mesela, emniyet kemeri takan siiriiciilerin orantis1 nedir? Bozuk
asilarin orantisi nedir? Cimlenmeyen tohumlarin orantist nedir?

Popiilasyonun bu sekilde “var” ve “yok” diye ayrilmasi, daha 6nce 6grenmis oldugumuz binomiyal
dagilimdan yararlanabilmek i¢in bize bir firsat yaratir. Sunu da 6nceden yine biliyoruz ki n (yani
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ornek hacmi) yeterince buyuk ise, binomiyal dagilima normal dagilim ile yaklasabiliriz.

Bu kisimda, ¢ekilen tek bir 6rnegin orantisi p yi dikkate almak suretiyle bir populasyonun orantisi 7z
nin kestirimini ele alacagiz. Bir 6rnegin orantisi, tim 6rnek orantilari uzayinin yalnizca bir elemanidir
ve bir ornek orantisinin anlamliligini degerlendirmek ig¢in 6rnek orantilarinin nasil degistigini
bilmemiz gerekir.

Belirli bir n hacimdeki tiim olanakli 6rneklerin orantilarinin kiimesini miilahaza edelim. Bu
orantilarin popiilasyon orantisi etrafinda 6bekleneceklerini ve érnek hacmi ne kadar genis olursa, bu
obeklenmenin o kadar siki olacagimi diisiinmek makuldiir. (Esasinda, 6rnek orantisi popiilasyon
orantisinin yansiz bir kestirimidir.)

Ornek orantilar1 kiimesinin aritmetik ortalamasimni ve standart sapmasini nasil hesaplariz? Ornek
hacmi n ve hakiki popiilasyon orantist 7 olsun. Binomiyal dagilimi 6grenme-galismamizdan
biliyoruz ki verilen bir drnekteki basar1 sayisinin aritmetik ortalamasi ve standart sapmasi sirasiyla

nm ve \/nt(1 — ) dir. Yine biliyoruz ki bllyik n durumunda dagilimin bi¢imi “normal”e yaklagir.

Burada, mamafih, basarilarin sayisindan ziyade orantiyla ilgileniyoruz. Yine dnceki bolimlerden
biliyoruz ki her gozlem degerini bir sabitle ¢arpar veya bolersek, hem aritmetik ortalamayi ve hem
de standart sapmay1 ayni sabitle ¢arpmis veya bolmiis oluruz. Bu durumda, basarilarin sayisini (np)
basarilarin orantisina (p) doniistiirmek icin n e boleriz:

nm _ ’ —
by == ve o, = Jynr(l—m) _ (1 n).
n n

Dahasi, eger yaklasik normal bir dagilimin her gozlem degerini ayni sabite bolersek, dagilimin
biciminin yine yaklasik normal olacagini diisiinmek makuldur.

Netice itibariyla, bir p rnek orantisinin 6rnekleme dagilimi yaklasik olarak 7 aritmetik ortalama ve

/@ standart sapma ile normaldir. Ornek hacmi genisledikce bu yaklasim da artar.

Binomiyal dagilima normal dagilimla yaklagsmay1 kullanacagimiz i¢in, hem nm hem de n(1 — ) en
az 10 olmalidir. Daha 6nemlisi, belirli bir 6rnek i¢in hesaplamalar yaparken ve neticelere varirken,
bu 6rnegin bir basit rastgele 6rnek olmasi gerektigini unutmamaktir.

Nihayetinde, drnekleme genellikle yerine koymadan yapildigi i¢in, 6rnek hacminin populasyonun
hacminin %10 unu gecmesi durumunda gozlemlerin bagimsizligr varsaywmmin ihlal ediliyor
olmasindan endiselenmek gerekir. Bu durumda, nispeten daha dar ama mutlaka rastgele se¢ilmis bir
ornek ile gozlemlerin bagimsizlig1 varsayimi yerine getirilebilir.

Elbette ornegin genis hacimli olmasi her zaman arzu ediliyor olsa bile, 6rnek hacmi popiilasyona
nispetle genis oldugu zaman bu dersin kapsamina girmeyen daha munasip istatistiksel tekniklerin
kullanilmast s6z konusudur.

Mesela, insan tiirii i¢in, dogumda kiz bebeklerin m orantis1 0.5 tir. Rastgele 100 dogumda kiz
bebeklerin p orantisi, N(0.5, 0.05) dagilimina gore degisir. SOyle ki:

pp =1 =0.5

n(1—m) 0.5(1 —-0.5)

Misal 5 Bir hastahanenin kayitlarina gore, tiim diyaliz hastalarinin %70 i en az 5 y1l yasamaktadir.
Yeni teshis koyulan diyaliz hastalarinin 100 kisilik bir basit rastgele 6rneginde, en az 5 yil
yasayacaklarin orantisinin %80 den fazla olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: Hem n = 100(0.7) = 70 hemde n(1 — m) = 100(0.3) = 30 10 dan biiyiik. Diger taraftan
ornek hacmimizin tiim diyaliz hastalarinin sayisinin %10 undan kii¢iik oldugu asikar. Oyle ise, 6rnek
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orantilar1 kiimesi u, = 0.70 lik aritmetik ortalama ve

o, = —0'7(0'3)=00458
p 100 '

lik standart sapma ile yaklasik normal dagilmaktadir. Yiizde 80 lik 6rnek orantisina tekabiil eden
Z-puanini,

0.80 —0.70 218
0.0458 7
olarak hesapladiktan sonra, Tablo B yi kullanarak 6rnek orantisinin %80 den blyuk olmasi olasiligini
hesaplariz:

1—-0.9854 = 0.0146

70 .50 Orantilar

d
T

0 218 Z puani

Misal 6 Otomobil siiriiciilerinin %48 inin emniyet kemeri kullandigi, bir 6grenme-galismasi ile
kestirilmistir. Bir yol kontroliinde tamamen rastgele durdurulan 400 otomobil surtictisinden kemer
takanlarin orantisinin %45 ve %355 arasinda olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: Hem nm = 400(0.48) = 192 hemde n(1 — ) = 400(0.52) = 208 10 dan biiyiiktiir. Diger
taraftan 6rnek hacmimizin otomobil kullanicilarinin sayismin %10 undan kiiciik oldugu asikar. Oyle
ise, 6rnek orantilari kiimesi u,, = 0.48 lik aritmetik ortalama ve

_ [oss52) _
% = 400

lik standart sapma ile yaklasik normal dagilmaktadir. Ornek orantisinin bulunmasini arzu ettigimiz
araligr sinirlayan degerlere tekabiil eden z-puanlari, sirasiyla,

0.45 —0.48 0.55-10.48
- —12 ve - =
0.025 0.025
Tablo B yi kullanarak, 6rnek orantisinin %45 ve %55 arasinda olmasi olasiligini sdyle buluruz:

0.9974 — 0.1151 = 0.8823

.';5 Orantilar

N

[T
I“d-
)

'
)

2.8 Zpuans

~
o4
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Bagimsiz iki Ornek Aritmetik ortalamas: Arasindaki Farkin
Ornekleme Dagilim

Istatistik biliminin pek ¢ok gercek hayat uygulamasi iki popiilasyonun aritmetik ortalamalarini
karsilagtirmay1 kapsar. Mesela, spesiyal bir diyetle beslenen laboratuvar farelerinin ortalama agirhigi
standart diyetle beslenen laboratuvar farelerininkinden farkli midir? Bankacilik sekt6riinde mi yoksa
saglik hizmetleri sektdriinde mi ortalama iicret daha yiiksektir? insaat iscilerinin omrii doktorlarin
omriinden daha kisa midir?

Once orneklerin aritmetik ortalamalarmi nasil  karsilastiracagimizi miilahaza edelim. IKi
populasyondan birer 6rnegimiz var. Bu iki dérnegin aritmetik ortalamalari arasinda goézlenen fark ne
zaman anlamlidir? Bu farkin bir farklar kiimesinden ¢ekilmis oldugunu kavradigimiz taktirde cevap
asikar olur. Yani, bir kiimedeki drnek aritmetik ortalamalarin1 baska bir kiimedeki 6rnek aritmetik
ortalamalarindan ¢ikartmak suretiyle elde edilen tiim olanakli farklar kiimesinin mevcudiyeti s6z
konusudur.

Belirli bir farkin anlamliligin1 degerlendirmek icin, dnce tiim olanakli farklarin kendi aralarinda nasil
degistigini belirlememiz gerekir. Su olgu bize 151k tutacaktir ki bir farklar kiimesinin varyanst, iligkin
kiimelerin varyanslarinin toplamina esittir. Boylece,

2 — 2 2
o Oy,-y, = 9y, + Oy,-
Simdi,
01 03
0y, = —— ve 0y, = ——
T " T,
olduguna gore,
0'12 0'22 0'2 0'2
0% 5, = ——+—= ve oo o = |L422
17V2 ’711 /nz YV1=Y2 ny n,

iki 6rnek aritmetik ortalamasi arasindaki farkin ornekleme dagilimi yaklasik normaldir. Orneklerin
cekildigi popiilasyonlardan herhangi birinin dagilimi normalden uzaklastik¢a, miitekabil 6rnek
hacminin artiritlmasi gerekir. Ayn1 zamanda bagimsiz basit rastgele drnekler varsayiminin gegerli
olmas1 gerekir. Ayrica Ornek hacimlerinin popiilasyonlarin %10 unu gegmemesi gerekir.

Misal 7 A giibresi ile muamele edilen bitkilerin verimi parsel basina 4.5 kg ve standart sapmasi 0.7
kg iken, B giibresi ile muamele edilen bitkilerin parsel bagina verimi 4.3 kg ve standart sapmasi 0.4
kg dir. A giibresi 45 parsele ve B giibresi 50 parsele uygulandigina gore, verim ortalamalari arasindaki
farkin negatif ¢ikmasi olasiligi nedir? Yani A gibresi uygulanan parsellerin ortalama veriminin B
giibresi uygulanan parsellerin ortalama veriminden az olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: Genis hacimli (n; = 45 ve n, = 50) basit rastgele orneklere sahibiz ve tiim olanakl
parsellerin %10 undan daha az sayida olduklar1 da agik. Farklarin aritmetik ortalamasi

U1 — U, =45-43=0.2kg
ve standart sapmasi
0.72 0.42
05, —y, = E + E = 0.119 kg .

Sifirlik bir farka tekabiil eden z-puani,

0-0.2

0.119
Tablo B de, —1.68 in solundaki alan 0.0465 e esittir. Buna gore, A giibresi uygulanan 6rnek parsellerin

= —1.68.
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ortalama veriminin B gilibresi uygulanan 6rnek parsellerin ortalama veriminden az olmasi olasiligi
%4.65 tir.

0465
0 0.2 Farklar

1 '

-1.68 0 Z puanm

Misal 8 Devlet okullarina kayith ilkokul dgrencilerinin devamsizlik ortalamasi 8.5 giin ve standart
sapmasi 4.1 giin iken, 6zel okullara kayith ilkokul 6grencilerinin devamsizlik ortalamasi 5.3 gun ve
standart sapmasi 2.9 giindiir. Devlet okullarina kayith ilkokul 6grencilerinin 200 kisilik bir basit
rastgele ornegi ve Ozel okullara kayith ilkokul 6grencilerinin 150 kisilik bir basit rastgele ornegi
alindiginda, devamsizliklarinin aritmetik ortalamalar1 arasindaki fark (devlet okulu — 6zel okul), 0.95
lik bir olasilikla hangi degerin iistiindedir?

Cevap: Genis hacimli (n; = 200 ve n, = 150) basit rastgele orneklere sahibiz ve tiim olanakl
devlet okulu ve 6zel okul 6grencilerinin %10 undan daha az sayida olduklar1 da agik. Farklarin
aritmetik ortalamasi

U1 — U, =8.5—5.3 =3.2gin
ve standart sapmasi

412 292 )
05, —y, = 200 + 150 = 0.374 gun .

Tablo B de, 0.95 lik alan1 sagdan sinirlayan z-puani 1.645 e tekabil etmekte. Dagilim simetrik oldugu
icin 0.95 lik bir alan —1.645 lik z-puaninin saginda kalacaktir. Buna gore, devamsizliklarin aritmetik
ortalamalar1 arasindaki farki, 0.95 lik bir olasilikla

3.2 — 1.645(0.374) = 2.6 glin
olarak hesaplariz. Yani, devlet okulu ve 6zel okul 6rneklerinin devamsizlik aritmetik ortalamalari
arasindaki fark, 0.95 lik bir olasilikla 2.6 giinden fazla olacaktir.

2?6 372 Farklar

14
-1.645 0 Z puani

Bagimsiz iki Ornek Orantis1 Arasindaki Farkin Ornekleme Dagilim

Istatistik biliminin say1siz dnemli uygulamalar1 iki popiilasyon orantisinin karsilastirilmasini kapsar.
Mesela, Tiirk mali buzdolaplarini kullananlarin memnuniyet orantist Giiney Kore mali buzdolaplarini
kullananlarinkinden az midir? Basarili bir girisimci olmak i¢in 6gretimi onceleyen isadamlarinin
yiizdesi deneyimi onceleyen isadamlarmin yiizdesi ile karsilastirildiginda nasildir? Ozel okuldan
mezun Ogrencilerin {iniversiteye girenlerinin orantisi ile devlet okulundan mezun Ggrencilerin
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Ornekleme Dagilimlari

universiteye girenlerinin orantis1 arasindaki fark i¢in ne sdylenebilir?

Iki &rnek orantisini karsilastiracak bir prosediirii konu ediyoruz, burada. Ayri popiilasyonlardan
cekilen iki 6rnek orantisi arasindaki fark ne zaman anlamlidir? Bir kiimedeki 6rnek orantilarini baska
bir kiimedeki 6rnek orantilarindan ¢ikartmak suretiyle elde edilen tiim olanakli farklar kiimesinden
cekilen bir farki ele aliyoruz. Belirli bir farkin anlamliligin1 degerlendirmek i¢in, 6nce farklarin kendi
aralarinda nasil degistigini belirlememiz gerekir. Biliyoruz ki bir farklar kiimesinin varyansi, iliskin
kiimelerin varyanslarinin toplamina esittir. Yani,

2 — 2 2
O-P1—P2 - O-Pl + sz

_ my (1 —m) ve _ My (1 — 1)
Op, = ny Op, = n,

2 m(1—m) m(l—my)
05 _p = +
P1—Dp2 n n
1 2

Simdi,

olduguna gore,

ve

o _ ”1(1_7T1)+7T2(1—7T2)
P1—P2 ny n, '

Iki 6rnek orantis1 arasindaki farkin 6rnekleme dagilimi yaklasik normaldir. Burada binomiyal
dagilima normal dagilimla yaklastigimiz i¢in nymy, ny (1 — m,), nym, Ve ny,(1 — m,) degerlerinden
her biri en az 10 olmalidir. Ayni zamanda, bagimsiz basit rastgele 6rnekler varsayiminin gegerli
olmas1 gerekir. Ayrica drnek hacimlerinin popiilasyonlarin %10 unu gegmemesi gerekir.

Misal 9 Atatiirk Universitesinde erkek ogrencilerin %23 iiniin ve kiz &grencilerin %12 sinin
Erzurumspor taraftari oldugu biliniyor. Erkek 6grencilerin 100 kisilik bir rastgele 6rneginde ve kiz
ogrencilerin 125 kisilik bir rastgele orneginde Erzurumspor taraftar1 olan 6grencilerin orantilar
arasindaki farkin %10 dan daha ¢ok olmasi olasilig1 nedir?

Cevap: Gorlyoruz ki nym; = 23, n;(1 —m;) =77, nym, = 15, n,(1 —m,) = 110 ve hepsinin
degeri 10 dan biiyilik; bagimsiz basit rastgele 6rnekler alinmis ve ornek hacimleri ¢ekildikleri
popiilasyonlarin hacminin %10 undan kii¢iik. Ornek orantilari arasindaki farkin 6rnekleme
dagiliminimn aritmetik ortalamas,

Hpi—p, = My, — tp, = 0.23 = 0.12 = 0.11

ve standart sapmasi,

= (0.0511.

0.23(0.77) | 0.12(0.88)
100 125

Yuzde onluk farka tekabul eden z-puant,
0.10 - 0.11
0.0511

Tablo B yi kullanarak, farkin %10 dan ¢ok olmasi olasiligini,
1-0.4207 = 0.5793

=—-0.20.

olarak buluruz.
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B

Jon Farklar

-l
T

420 Z puani

Misal 10 Sehirde yasayan evli ¢iftlerin %43 0 herhangi bir evcil hayvana sahipken bekarlarin %19 u
evcil hayvan sahibidir. iki yiiz evli giftten olusan bir basit rastgele 6rnekte ve bekarlarm 180 kisilik
bir basit rastgele 6rneginde evcil hayvana sahip olanlarin ylizdeleri arasindaki fark 0.90 lik bir
olasilikla hangi degerden daha biylktir?

Cevap: Goruyoruz ki n,m; =86, ny(1—m) =114, n,n, = 34.2, n,(1 —m,) = 145.8 ve
hepsinin degeri 10 dan biiyiik; bagimsiz basit rastgele 6rnekler alinmis ve 6rnek hacimleri ¢ekildikleri
popiilasyonlarin hacminin %10 undan kiiciik. Ornek orantilar1 arasindaki farkin Srnekleme
dagiliminin aritmetik ortalamasi,

Up,—p, = Up, — Up, = 0.43 —0.19 = 0.24

ve standart sapmasi,

= 0.0456.

0.43(0.57) | 0.19(0.81)
200 180

Tablo B de, 0.90 lik alan1 sagdan sinirlayan z-puani 1.282 ye tekabiil etmektedir. Dagilim simetrik
oldugu i¢in 0.90 lik bir alan —1.282 lik z-puaninin saginda kalacaktir. Buna gore, orantilarin farkinin
0.90 lik bir olasilikla daha biiyiik olacag: degeri,

0.24 — 1.282(0.0456) = 0.182
olarak hesaplariz. Yani, evli ¢iftlere ait ve bekarlara ait 6rneklerde evcil hayvana sahip olma yizdeleri
arasindaki fark, 0.90 lik bir olasilikla %18.2 den daha blyuk olacaktir.

182 24 Farklar

-1.'282 0 Z puani

Standart Hata

Bir istatistigin 6rnekleme dagilimmin bir rastgele ornekten hesaplanan standart sapmasina ayni
zamanda standart hata adi verilir. Hem aritmetik ortalamalar hem de orantilar s6z konusu oldugu
zaman, pek ¢ok durumda popiilasyon parametrelerini bilmeyiz. Daha 6nce sdylemis oldugumuzu bir
kere daha burada tekrar edecek olursak, popiilasyon parametrelerinin degerleri sabit fakat genellikle
mechuldir. Boyle olunca, bir 6rnekleme modelinin (veya dagiliminin) standart sapmasini, yani eldeki
istatistigin standart hatasin1 hesaplamada, ¢ogu zaman popiilasyonun standart sapmasi () malum
olabilmeyecegi icin, ¢ektigimiz 6rnegin standart sapmasini (s) kullanarak bir kestirimde bulunuruz.
Yani, 6rnek-ortalamalari igin,

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 11/15



Ornekleme Dagilimlari

Sl

Oy = yerine Sy

o, = m(-m) yerine g = M

Student t-Dagilin

Populasyon standart sapmasi ¢ bilinmedigi zaman, ornek standart sapmasi S yi ¢ nin bir kestirimi

olarak kullaniriz. Fakat bu taktirde 2%
s/\Vn

popiilasyon normal dagiliyor ise, s/+/n oranlar ile uyarl bir dagilim vardir. Bu dagilima Student
t-dagilimi ad1 verilir.

B

Benzerce, orantilar igin,

normal dagilim gostermez. Mamafih, eger orijinal

Boylece, normal dagilima sahip bir popiilasyondan bir 6rnek ¢ektigimiz zaman, z-puani yerine t-puani
hesaplariz:

po Y TH
s/Vn
Ayni1 6rnek hacmi i¢in, t-puanlarinin dagilimi da ¢an egrisi seklinde ve simetriktir, fakat z-puanlarinin

dagilimina gore merkezde daha basik ve kuyruklarda daha diktir. Yani, bu demektir ki t-dagilimi
z-dagilimina gore daha yayvandir.

Binomiyal dagilim gibi, t-dagilimi da n in farkli degerleri igin farklhidir. Bu farkli t-dagilimlari,
serbestlik derecelerine gore ayr1 ayr tablolastirilmistir.

Serbestlik derecesi ornekleme dizaynina bagli olarak 6rnek hacminden belli bir say1 eksiltilerek
hesaplanir ve sd ile gosterilir. Mesela populasyon aritmetik ortalamasinin kestirimi maksadiyla alinan
bir rastgele drnek igin serbestlik derecesi 6rnek hacminin bir eksigidir. Serbestlik derecesinin degeri
ne kadar kiigiiliirse, dagilimin yayilimi1 da o kadar artar. Serbestlik derecesinin degeri ne kadar
biiyiirse, dagilim normale o kadar yaklasir.

Her sd degeri igin ayr1 bir t-dagilimi olmasi hasebiyle, bu tablolarin eksiksiz hali sayfalarca yer isgal
eder. Bu ylizden, Tablo C de yalnizaca farkli 6rnek hacimleri igin ¢ok miistereken kullanilan kuyruk
olasiliklarina karsilik gelen t-degerleri verilmektedir. Tablo C nin son satir1 standart normal
dagilimdir ki n sonsuz oldugu zaman t-dagiliminin 6zel bir durumudur. Pratikte, her iki dagilim n >
30 durumunda ¢ok yakinlasir. Bununla beraber, daha fazla hassasiyet istenirse, n in 30 dan daha
biiyiik degerleri i¢in de Student t-dagilimi kullanilabilir.

Suna dikkat edilmelidir ki Tablo B belirli bir z-puaninin solunda normal egri altinda kalan alani
verirken, Tablo C belirli pozitif bir t-puaninin saginda egri altinda kalan alan1 verir. Mesela, 6rnek
hacmini 20 farzedelim ve boylece sd = 20 — 1 = 19 olacaktir. O zaman, kuyruktaki 0.05 lik bir
olasilik, 1.729 luk bir t-degerine tekabiil edecektir. Yine kuyruktaki 0.01 lik bir olasiligin tekabiil
ettigi t-degeri 2.539 dur.
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Bu manada, populasyon standart sapmasi ¢ her ne zaman bilinmiyor ise, t-dagilimi miinasip bir
tercihtir. Gercek diinyada o neredeyse her zaman bilinmezdir ve bdylece neredeyse her zaman
t-dagilimini kullanacagiz. Giinlimiize degin bu pek kolay degildi, ¢linkii hassas hesaplamalar i¢in
cesitli t-dagilimlarmna ait yogunluklu tablolara gereksinim duyulurdu. Oysa, ginimizde kullanilan
hesap makinalar1 ve komputer yazilimlari ile bu sorun hemen hemen ortadan kalkmistir. Artik, nin
30 dan daha biiylik oldugu hallerde t-dagiliminin z-dagilimina yeterince yaklastigini varsaymak
zorunda degiliz.

Istatistik bilimcilerinin 6rnek hacmine iliskin tartismalarini asagidaki gibi rafine edebiliriz:

genis hacimli, orijinal popiilasyon hakkinda
n> 40 herhangi bir varsayimda
ise, bulunmaya gerek yok.

Ornekte asir1 degerler olmamali ve

Hacmi n olan bir Lol
ve veya orijinal populasyonun

icin t-dagilimini d
kullandigimiz arasihda dagiliminin normal oldugu
taktirde; IS€, varsayilmalidir.

ornekte dislaklar bulunmamali ve

dar hjCirgll, carpiklik goriilmemelidir; veya
n ise orijinal dagilimin normal oldugu

varsayilmalidir.

Dagilimi normale yakin olmayan bir popiilasyondan ¢ekilen dar hacimli 6rneklerle ¢alistigimiz
zaman, parametrik-olmayan (non-parametrik te denir) metotlar: kullaniriz ki onlar bu dersin
kapsami disindadir.

Ki-kare Dagilin

Sonraki konularimizda, 6zellikle bazi hipotezlerin testinde kullanacagimiz bir 6rnekleme dagilimi
modeli de ki-kare dagilimidir. Ki-kare dagiliminin parametresi serbestlik derecesidir (sd). Kuguk
serbestlik dereceleri i¢in dagilim saga carpiktir. Mamafih, serbestlik derecesi biiyiidiik¢e dagilim
simetriklesir ve ¢an egrisi sekline kavusur (t-dagiliminda oldugu gibi). Serbestlik derecesi 1 veya 2
iken, dagilimin tepesi O civarindadir, fakat 3 veya daha ¢ok serbestlik derecesi igin tepesi sd — 2
civarindadir.

Ki-kare (sd = 1) Ki-kare (sd = 2)
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 01 2 3 45 6 7 8 9 10

Ki-kare (sd = 5) Ki-kare (sd = 10)

0123456789101112131415 012345678 91011121314151617181920

Ki-kare dagilimi, t-dagilimi gibi, her farkli sd i¢in ayri bir egriye sahiptir. Bu yiizden Ki-kare
tablolarinda (Tablo D) yalnizca miistereken kullanilan kuyruk olasiliklarina ait kritik ki-kare degerleri
verilir. Ki-kare dagiliminin sayisiz uygulamalari vardir. En iyi bilinen uygulamalarindan birisi uyum
tyiligi testidir ki gézlenen bir dagilimin teorik bir dagilima uyumunu test etmek i¢in kullanilir. Diger
birisi ise bagimsizlik testidir ki nitel degiskenler arasindaki iligkiyi test etmek i¢in kullanilir. Her ne
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kadar sonraki konularimizda ki-kare dagilimin1 kategorik veri i¢in kullanacak olsak ta, ki-kare
dagilimi yukarida goriildiigii tizere siirekli bir dagilimdir ve sayim verisine (yani frekanslara)
uygulanmasi sadece bir yaklasimdir. Ki-kare, x? seklinde de yazilabilmektedir.

F-Dagilimi

Bagka bir 6rnekleme dagilimi modeli de F-dagilimidir. Sonraki konularda, F-dagilimini varyanslarin
oranini test etmek icin kullanacagiz. F-dagiliminin iki parametresi, oranlanan varyanslarin serbestlik
dereceleridir (n; — 1 ve n, — 1). Dagilimin sekli daima saga garpiktir ve serbestlik dereceleri arttikga
simetriklesir. Dagilimin beklenen degeri 1 civarindadir.

Fis

FIOO.IOO

5 i T T T T  — I T F
0.00 0.50 1.00 1.50 200 250 300 350 4.00

F-dagilimi da t-dagilimi ve Ki-kare dagilimi gibi, varyanslarin serbestlik derecelerinin her farkli
kombinasyonu i¢in ayri bir egriye sahiptir. Bu yiizden F-dagilimi tablolarinda da (Tablo E) yalnizca
miistereken kullanilan kuyruk olasiliklarina ait kritik F-degerleri verilir.
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Mini Proje 12

Asagidaki gorsel N = 400 hacimli bir popiilasyonu temsil ediyor. Bireylerin 160 1 (%40) kalitsal

bir hastaliga ait geni tasiyor ki bunlarin simgesi ® ve geriye kalan 240 1 hastalik genini tagimiyor ki
bunlarmn simgesi O.

0000000000000 000000000O00eCeCeC0000000000000000000
OO000000000C0e0000000000000000000OO0OOOLOLeGONOGOVODOOD
0000000000000 000000000000000000000000000000
(XX XXX X X JoloJeloJololoJoleololelel X I JoJoJololololololololo X I X X X X X X X X X ¥ JOXO)
[oJolololeolololololololel X X X 1 JoJololeololeololeololeloleololeloleololeloloX Y X X X X X X X YOI JO)
(oJoloJolo) Jelelolole) I JeoJeloJeololeoleleX I X ¥ JoJeloJoX I X ) X JoloJolololo)eloleo)e)e)e)e)e)e)
(cloJorelolololelol X X I X X ¥ JoloX Jeoleolelelelelelelelel I X X X I JoloJoleoleolel I X X JOI0)0)0
oJol X JeJeJeloleololel I X I X Joleolololeolelelolelel Jo) Jeoleoleolelelelel X ) JOJOI0)0I0)0)0L0)0L0)
0000000

Bu populasyondan 20 ayr1 6rnek ¢ekeceksin. Su adimlar takip et:

Adim 1. Bu popilasyondan basit rastgele 6rnekler cekmek igin bir metot gelistir. Mesela bir metot
simgeleri keserek bir torbaya koyup, iyice karistirip, torbadan ¢ekmek olabilir. Daha az zahmetli
metotlar da var elbette. Fakat gercekten rastgele 6rnekler ¢cekebileceginden emin olmalisin. Metodunu
acikla.

Adim 2. n = 15 hacimli bir rastgele 6rnek ¢ek ve hastalik genini tasiyanlarin sayisint ve yiizdesini
kaydet.

Adim 3. Adim 2 yi 20 defa tekrar et. Boylece, toplamda 20 ayr1 6rnegin olacak. Her defasinda
ornekleme prosediiriinii bastan alman ¢ok 6nemli. Mesela eger simgeleri torbadan ¢ekme metodunu
kullantyorsan, her 15 hacimlik 6rnegi ¢ektikten sonra, ¢ikan simgeleri torbaya geri koymalisin ki bir
sonraki drnek icin de miisait olsunlar.

Adim 4. Yirmi Ornegin orantilarinin bir dal-yaprak grafigini veya histogramini yap. Aritmetik
ortalamay1 hesapla.

Adim 5. Binomiyal dagilima normal dagilimla yaklasmay1 g6z oOniine alirsan, hesapladigin 6rnek
orantilari i¢in nasil bir dagilim beklersin?

Adim 6. Kendi sonuglarini 6rnek orantilarinin dagilimina normal yaklasima ait beklentinle karsilastir.
Aritmetik ortalamay1, standart sapmay1, dagilimin seklini ve 6rnek orantilarinin %68 inin, % 95 inin
ve 99.7 sinin i¢ine diismesini bekledigin araliklar1 belirtmeyi unutma.
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BoLOM 13 | GUVEN ARALIKLARI

Giris

Cikarimsal istatistigin ilgi alanlarindan biri popilasyon parametrelerinin &érnek istatistikleri
vasitasiyla kestirimidir. Buradaki siray1 anlamak énemlidir. Ornek istatistigi 5rnek veriden hesaplanir
ve populasyonun mechul parameteresi bu 6rnek istatistigi ile kestirilir (veya daha genis manada ifade
eedersek, bir ¢ikarimda bulunulur). Tekrar etmek gerekirse, istatistikler hesaplanir, parametreler
kestirilir. Ancak, bir 6rnekten hesaplanan bir istatistik ile, bir popilasyonun aritmetik ortalamasi veya
orantist gibi herhangi bir parametrenin hakiki degerinin tam olarak kestirilip kestirilmedigini asla
bilemeyiz. Buna nokta kestirimi denir. Bunun yerine, sunu da yapabiliriz: belli bir givenle
populasyonun parametresini igine alacak bir araligi, bir 6rnegi kullanarak, hesaplayabiliriz. Buna da
arahik Kestirimi denir. Bir aralik kestirimi aritmetik ortalama veya orant1 gibi herhangi bir 6rnek
istatistigini merkeze alir ve buna bir hata payinin eklenmesi ve ¢ikartilmasi ile ifade edilir.

Giiven Aralhigimin Manasi

Ornekleme dagilimlar1 hakkinda 6grendiklerimizi kullanarak, bir 6rnek aritmetik ortalamasinin veya
orantisinin iginde yer aldig1, popiilasyon aritmetik ortalamasi veya orantisi etrafindaki bir araligi belli
bir givenle tesis edebiliriz. Bunu yapabiliyorsak, o zaman, ayni giivenle, bir popilasyonun aritmetik
ortalamasinin veya orantisinin i¢inde yer aldigi, 6rnek aritmetik ortalamasi veya orantisi etrafindaki
bir aralig1 da belirtebiliriz. (Yani, mesela, Erzurumun’un Ankara’ya uzakligi, Ankara’nin Erzurum’a
uzakligiyla aynidir. Bolum 13, 14 ve 15.)

Gogu zaman %90, %95 ve %99 luk giiven araligi kestirimleri géz 6niine alintyor olsa da, giiven duizeyi
olarak her hangi bir yuzdeyi segmek mimkindir. Bu yuzde, yani guven diizeyi, 6rnek kestiriminin
belli bir hata pay1 saginda ve solunda kalan alan igerisinde mechul p yi veya m yi bulunduracak
orneklerin yuzdesidir. Bunu sdylerken, u niin veya m nin hesaplanan bir 6rnek aritmetik ortalamasi
veya bir 0rnek orantisinin belli bir hata pay: civarina diismesi olasiliginin 0.90, 0.95 veya 0.99
oldugunu séylemiyoruz. Hesaplanan bir aralik igerisinde u veya m ya vardir ya da yoktur ve boylece
olasilik ya 1 ya da O dir. Yani, parametrenin degeri mechul fakat sabit oldugu i¢in, burada degisken
olan paramtrenin degeri degil, hesaplanan giiven araligidir.

Goriilecegi lizere, bu kavramlastirmaya dair iki hususiyet mevcuttur. Birincisi, giiven araligidir Ki
cogunlukla su formda ifade edilir:
kestirim + hata pay1 .

Ikincisi, bu prosesin basar: yiizdesidir; yani, aynyla tekrarlanacak Ornekleme proseslerinde,
hesaplanan giiven araliklarinin populasyon parametresini ihtiva edenlerinin orantisi. Bu manada,
giiven araligi sabit ama mechul bir popullasyon parametresini  belirli bir olasilikla iginde
bulundurabilecek bir aralik kestirimini tanimlar. Giiven araliginin alt sinirint ALT ve st sinirin1 da
UST ile gosterirsek, bir parametre icin gliven duzeyi, parametrenin hakiki degeri 6 ise,

PUALT <6 <UST)=1-«a
olarak yazilir. Bu tanimlamada, 6 parametresi mechul fakat sabit bir degere sahiptir.

1-«

__/ A

ALT usT 6
Guven dizeyi (1 —a) = %95 olarak segilirse, & = %5 olur ve giiven araliginin 6 y1 ihtiva
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etmemesi olasiligini verir. Bir giiven araliginin insasi, hesaplanan istatistigin (yukaridaki notasyona
gore 6) rnekleme dagilimma dayanilarak gerceklestirilir.

Popiilasyon Aritmetik ortalamasi I¢in Giiven Arahg:

Cekilen bir 6rnegin aritmetik ortalamas: ¥ yi g6z 6niine almak suretiyle, bir popilasyonun aritmetik
ortalamasi p yu kestirmek istiyoruz. Bu 6rnek aritmetik ortalamasi, olanakli tiim érnek aritmetik
ortalamalar1 uzayinin yalnizca bir elemanidir ve bir 6nceki boliimden biliyoruz ki eger popullasyon
normal dagilimli veya n yeterince biyik ise,

1. tum 6rnek aritmetik ortalamalart kiimesi yaklasik normal dagilir,

2. tim oOrnek aritmetik ortalamalar1 kiimesinin aritmetik ortalamasi orijinal populasyonun

aritmetik ortalamasi u ye esittir,
3. tim ornek aritmetik ortalamalar1 kiimesinin standart sapmas: oy yaklasik olarak ag/\n e

esittir; yani, orijinal popiilasyonun standart sapmasinin 6rnek hacminin karekokiine
bolimudr.

&

~Zof2 Zof2

Buna gore, z-dagilimin1 kullanmak suretiyle, bir populasyoun aritmetik ortalamas: i¢in giiven
duzeyini
P(y T <u<y+ U) 1
—Zgpp=SUS Zagpp—=)=1—-«
y a/z\/ﬁ u y a/z\/ﬁ

olarak yazabiliriz. Baska bir deyisle, u icin %100(1 — a) giiven araligi sudur:

o (o)
y+Za/2\/_H

Boylece hesaplanacak bir giiven araliginin interpretasyonu ise soyle yapilir: Popilasyon parametresi

pniny — z,/, \% ve ¥+ zy/; \% arasinda olduguna %100(1 — a) glvenimiz var.

Cogu zaman, 6grenme-calismalarimizda popiilasyonun standart sapmasi o nin degerini bilmeyiz. Bu
durumda, o nin bir kestirimi olarak drnegin standart sapmas: s yi kullanmamiz icabeder. Boyle
olunca, sy = s/Vni oy = o /+/n in bir kestirimi olarak kullaniriz. Yani, oy = sy kabul ederiz. Yine
bir dnceki bolimden biliyoruz ki ¢ bilinmedigi zaman, 6rnek hacmi ne olursa olsun, populasyonun
yaklagik normal dagildiginm1 varsaymak suretiyle, standart normal egri yerine t-dagilimim
kullanabiliriz.

Spesifik bir 6rnege iliskin hesaplamalar yaparken ve neticelere varirken, 6nemli olan, yine biliyoruz
ki 6rnegin bir basit rastgele 6rnek olmasi ve iginden ¢ekildigi popiilasyonun % 10 undan daha genis
olmamas1 gerektigidir.

Misal 1 Bir siseleme makinast 3.4 ml lik bir standart sapma ile galisiyor. Otuz alt1 sigelik bir basit
rastgele drnekte, makina her siseyi ortalama 457.45 ml doldurmustur.

a. Bu makina tarafindan doldurulan tiim siselerin igeriklerinin aritmetik ortalamasini kestir.
Daha spesifik olarak, oyle bir aralik tespit et ki aritmetik ortalamanin bu aralikta olduguna
%95 glvenelim.

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 2/20



Giiven Araliklari

Cevap: Ornek hacmi 36 olduguna gore, drnek aritmetik ortalamalari,

o 3.4 0.57 ml
oy =—=—=0.57m
Y Vn 36

lik bir standart sapma ile yaklasik normal dagilimlidir. Daha 6nceki boliimlerde 6grenmistik ki
ornek aritmetik ortalamalarinin %95 i popiilasyon aritmetik ortalamasinin sagli-sollu 1.96
standart sapma civarinda bulunmaktadir.

0.95

0.025 0.025
> -

-1.96 1.56 z puanlar

Diger bir ifadeyle, popiilasyon aritmetik ortalamasinin herhangi bir 6rnek aritmetik ortalamasinin
sagli-sollu 1.96 standart sapma civarinda bulunduguna %95 giivenimiz var. O halde,

457.45 + 1.96(0.57) = 457.45 + 1.117 ml

ve tiim giselerin igeriklerinin aritmetik ortalamasininin 456.33 ml ve 458.57 ml arasinda olduguna
%95 glvenimiz var. Bunu %95 lik giiven araligi kestirimi olarak adlandiriyoruz.

b. Yiizde 99 luk giiven araligi kestirimi nedir?

Cevap: Yine biliyoruz ki ornek aritmetik ortalamalarinin %99 u popiilasyon aritmetik
ortalamasinin sagli-sollu 2.576 standart sapma civarinda bulunmaktadir.

0.99
0.005 0.005

-2.576 2.576 z puanlari
Simdiki halde,
457.45 + 2.576(0.57) = 457.45 + 1.468 ml

ve tiim siselerin i¢eriklerinin aritmetik ortalamasininin 455.98 ml ve 458.92 ml arasinda olduguna
%099 giivenimiz var. Gliven diizeyi tanimin1 kullanarak, ayn1 zamanda, eger 6rnekleme prosediirii
pek cok kere tekrarlanmis olsaydi, hesaplanacak giiven araliklarinin yaklasik %99 unun gergek
populasyon aritmetik ortalamasini iginde bulunduracagini séyleyebiliriz (ki bdylece metodun
bizim hesapladigimiz aralik i¢in dogru sonug verecegine dair giivenimiz %99 olmaktadir).

Dikkatini ¢ekmek isterim ki daha yiiksek bir kesinlik (%95 yerine %99) istedigimiz zaman, daha
genis ve dolayisiyla daha az spesifik bir araliga (£1.117 yerine +1.468) raz1 olmak zorundayiz.

Misal 2 Belli bir fabrikanin iirettigi pillerin mriine ait varyans 5.76 ay? dir. Altmis dort pilden olusan
bir basit rastgele drnekte, pillerin dmdarlerinin aritmetik ortalamasi 12.35 ay olarak bulunmustur.

a. Bu fabrika tarafindan Uretilen tiim pillerin dGmurlerine ait %90 lik bir giiven aralig1 kestirimi
belirt.

Cevap: Poplilasyonun standart sapmasi o = V5.76 = 2.4 ve ornek aritmetik ortalamalarinin
standart sapmasi,

o 2.4 0.3
oy =—==——=0.3ay.
Y yn 64 y
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Popilasyon aritmetik ortalamasinin %90 lik giiven araligi kestirimi,
12.35 + 1.645(0.3) = 12.35 + 0.4935 ay.

Buna gore, %90 guvenimiz var ki pillerin aritmetik ortalama omri 11.8565 ay ve 12.8435 ay
arasindadir.

b. Eger 12.35 ay lik bir 0rnek aritmetik-ortalamsi, 100 pillik bir 6rnege ait olsaydi, %90 lk
giiven aralig1 kestirimi ne olurdu?

Cevap: Ornek aritmetik ortalamalarinin standart sapmasi, 0 zaman,

g 2.4 0.24
oy =—==——=0.24a
Y Jn V100 y

olurdu ve %90 lik giiven aralig1 kestirimi de,
12.35 4+ 1.645(0.24) = 12.35 + 0.3948 ay
olurdu.

Dikkatini cekmek isterim ki 6rnek hacmi artirildiginda (64 yerine 100), 6rnek aritmetik ortalamasi
icin daha dar ve dolayisiyla daha spesifik bir aralik (+0.4935 yerine +0.3948) elde ediyoruz.

Misal 3 Yeni gelistirilen bir ilacin, kalp atis hizini, dakikada 2.49 atislik bir standart sapmayla
diisiirdiigii bildirilmistir.

a. Eger 50 hastalik bir basit rastgele ornegin kalp atis hizindaki diisiisiisiin aritmetik ortalamasi
5.32 atig/dakika ise, tiim hastalarin kalp atis hizindaki diisiisiisiin aritmetik ortalamasi i¢in
%095 lik bir giiven aralig1 kestirimi belirt.

Cevap: Ornek aritmetik ortalamalarinin standart sapmast,

7 2 0352 ans/dakik
Oz = — = = 0. atl aKilka.
NN ?

Yizde 90 guvenimiz var ki bu ilact kullanan hastalarin kalp atis hizindaki diistisiistin aritmetik
ortalamast,

5.32 £ 1.96(0.352) = 5.32 + 0.69
araliginda veya 4.63 atig/dakika ve 6.01 atig/dakika arasindadir.

b. Bu yeni ilacin kalp atis hizim1 5.3240.75 atig/dakika araliginda bir aritmetik ortalama ile
diistirdligiinii, hangi kesinlikle (yani giiven diizeyinde) sdyleyebiliriz?

Cevap: Yapmamiz gereken, +0.75 lik hata payina tekabiil eden z-puanlarini hesaplamak,

Tablo A da, bu z-puanlar sirasiyla 0.0166 ve 0.9834 liik olasiliklar1 vermektedir. Buna gore,
aradigimiz giiven diizeyi,

0.9834 — 0.0166 = 0.9668.

Bagka bir ifadeyle, 5.3240.75 atig/dakika, yeni ilacin verildigi hastalarin kalp atig hizindaki
diististin aritmetik ortalamasi i¢in %96.68 lik bir giiven araligi kestirimidir.

Animsanacag Uzere, o mechul oldugu zaman (ki bu neredeyse her zamandir), z-dagilim1 yerine
t-dagilimin1  kullandigimizi  séylemistim. Dahasi, eger t-dagilimimi kullanacaksak, orijinal
populasyonun dagiliminin normal veya en azindan yaklasik normal olmasi gerektigini de biliyoruz.

Ornek verinin iginden cekildigi popiilasyonun dagilimmin normal oldugu bilinmiyor ise, sdyle
davranmamiz gerekir. Eger 6rnek genis hacimliyse (n>30), orijinal popiilasyonun dagilimi ne olursa
olsun t-dagilimini kullanabiliriz. Eger 06rnek orta hacimliyse (15<n<30), t-dagilimin
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kullanabilmemiz icin 6rnek verinin tek-tepeli ve simetrige yakin olmasi ve ayni zamanda asiri
g6zlemleri barindirmamasi gerekir. Eger 6rnek dar hacimliyse (n<15), t-dagilimini kullanabilmemiz
icin drnek verinin tek-tepeli ve simetrik olmasi ve ayni1 zamanda dislaklar1 barindirmamasi gerekir.

Ornek verinin dagilimmin normale uyup uymadigimi kontrol etmek icin frekans dagilimini gdsteren
herhangi bir grafigine bakmak, aritmetik ortalamasini ve ortancasini karsilagtirmak, carpiklik ve
basiklik 6l¢iilerini degerlendirmek veya baska uyarli metotlara basvurmak yoluna gidilebilir, elbette.
Fakat eger elimizdeki 6rnegin hacmi 30 dan ve hatta 15 ten daha dar ise, bu pek te manali bir ¢caba
olmaz. Clnki, bir 6rnegin iginden ¢ekilmis oldugu popiilasyonun dagilimini gosterebilmesi i¢in genis
hacimli bir 6rnek olmasi icabeder. Yani, hacmi en az 30 olmalidir. Aksi halde, dar 6rnegin kendi
dagiliminin yerine, iginden ¢ekilmis oldugu popiilasyonun dagiliminin normale uyup uymadigini,
olanaklar dairesinde, kontrol etmek daha makul bir tavirdir.

Misal 4 Yeni gelistirilen bir yumurtaci tavuk hattindan alinan 10 tavugun aylik yumurta verimlerinin
aritmetik ortalamasi1 27.2 adet ve standart sapmasi 1.8 adet olarak bulunmustur. Bu hattin aylik
yumurta veriminin %95 lik bir giiven aralig1 kestirimi nedir? Bu hatta ait tiim tavuklarin aylik yumurta
verimlerinin yaklagik normal dagildigini varsayiyoruz.

Cevap: Popiilasyonun standart sapmas: meghul ve bu sebeple t-dagilimini kullanacagiz. Ornek
aritmetik ortalamasinin standart hatasi,

S 1.8 0.569
Sy =—=—=0. )
Y Vn V10

Serbestlik derecesi 10 — 1 =9 ve her bir kuyrukta %2.5 olduguna goére, Tablo B yi kullanarak
t-puanlarin1 £2.262 olarak buluruz. Boylece, yeni hattin aylik yumurta veriminin,

27.2 +2.262(0.569) = 27.2 + 1.3

araliginda veya 25.9 adet ve 28.5 adet arasinda olduguna %95 giivenimiz var.

025 |

-2.262 2.262 t puanlari

Misal 5 Alti evcil glivercinin gaga uzunluklari (burun deliginin 6niinden gaga kemiginin ucuna kadar)
Ol¢iilmiis ve milimetre cinsinden su veri elde edilmistir: {4.3, 5.2, 4.6, 4.9, 6.0 ve 5.6} Evcil
giivercinlerin gaga uzunluklariin aritmetik ortalamasi i¢in %90 lik bir giiven aralifi kestirimi
hesapla. (Varsayiyoruz ki evcil giivercinlerin gaga uzunluklar1 yaklasik normal dagilmaktadir.)

Cevap: Oncelikle, 6rnek aritmetik ortalamasini, standart sapmasini ve sonrasinda &rnek aritmetik
ortalamasinin standart hatasini (yani, 6rnekleme dagilimimnin standart sapmasinin bir kestirimini)
hesaplayalim:

_ 2y 43+452+46+49+6.0+56 30.6

y=22= = = 5.1 mm
n 6 6
Xy —y)? 0.82 + 0.12 + 0.52 4+ 0.22 + 0.5?

= = = 0.632 mm
n—1 5

s 0.632 0.258

Sy = T =——=0. mm
n V6

Serbestlik derecesi 6 — 1 =5 ve her bir kuyrukta %5 olduguna gore, Tablo B yi kullanarak
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t-puanlarin1 +2.015 olarak buluruz. Boylece, %90 guvenle belirtebiliriz ki evcil glvercinlerin gaga
uzunluklarinin aritmetik ortalamasi,

5.1 + 2.015(0.258) = 5.1 + 0.25

araliginda veya 4.58 mm ve 5.62 mm arasindadir.

05| |.05
-2.015 2.015 t puanlan

Misal 6 Yiiz yirmi bes bin ailenin yasadig1 bir sehirde, 250 aile ile bir bir 6rnek yoklamasi yapiliyor.
Aile basina aylik gelir ortalamasi 3540 TL ve standart sapmasi 1150 TL olarak bulunuyor. Sehirdeki
tiim ailelerin toplam aylik geliri i¢in %99 luk bir giliven araligi kestirimi belirt. (Tiim ailelerin aylik
gelirleri popiilasyonunun yaklasik normal dagildigini varsay.)

Cevap: Verilenler y = 3540 TL ve s = 1150 TL. Populasyon standart sapmasi o icin s yi (yani
ornek standart sapmasini) bir kestirim olarak kullanacagiz. Buna gore, 6rnek aritmetik ortalamasinin
standart hatasi,

s 1150 s
Sy = —==—==72. :
Y Jn V250

Student t-dagilimini kullanacagiz, ¢ilinkii o bilinmiyor. Serbestlik derecesi 250 — 1 = 249 ve her bir
kuyrukta %0.5 olduguna gore, Tablo B yi kullanarak t-puanlarin1 +£2.596 olarak buluruz. Boylece,
%399 glivenle belirtebiliriz ki ailelerin aylik gelirlerinin aritmetik ortalamasi,

3540 + 2.596(72.73) = 3540 + 188.8

aralifindadir. Gel gor ki aradifimiz1 heniiz bulmus degiliz. Ailelerin aylik gelirlerinin toplami i¢in
bir aralik artyoruz. Oyle ise, sehirdeki tiim ailelerin toplam aylik geliri i¢in %99 luk bir giiven araligi
kestirimi,

125000 X (3540 + 188.8) = 442500000 + 23600000

olarak elde edilir. Yani, bu sehirde yasayan tiim ailelerin aylik toplam kazancinin 418900000 TL ve
466100000 TL arasinda olduguna %99 giivenimiz var.

Goriildiigh tizere, bir gliven araligii iki yoldan ifade edebiliyoruz. Birincisinde, giiven araliginin
interpretasyonunu yapabiliriz ve populasyon aritmetik ortalamasinin mesala %90 giivenle 45.7 ile
51.2 arasinda oldugunu sdyleriz. ikincisinde, giiven diizeyininin interpretasyonunu yapabiliriz ve eger
bu ornekleme prosediirii pek ¢ok kere tekrarlanmis olsaydi, elde edecegimiz giiven araliklarinin
yaklasik mesela %90 min popllasyon aritmetik ortalamasini iceriyor olacagini sdyleriz. Dogru
olmayan ifadelere de sik¢a rastlanmaktadir. Bunlardan bazilar1 soyledir: “Popiilasyon aritmetik
ortalamasi 45.7 ve 51.2 arasindadir.”, “Popiilasyonun aritmetik ortalamasinin 45.7 ve 51.2 arasinda
olmast olasiligi 0.90 dir.” veya “Eger bu 6rnekleme prosediirii pek ¢ok kere tekrarlanmis olsaydi,
Ornek aritmetik ortalamalarmin yaklasik %90 145.7 ve 51.2 arasinda olacakt1.”

Istatistiksel prensipler sadece verinin analizi safhasinda degil, ayn1 zamanda verinin toplanmasi
sathasinda da elzemdir ve bu safhadaki 6nemli mulahazalardan birisi 6rnek hacmidir. Popllasyon
aritmetik ortalamalarina ait aralik kestirimleri yaparken, gordik Ki her ¢ikarima bir gliven dizeyi
ifadesi eslik etmek zorundadir. Genel olarak, eger daha dar, daha kesin bir aralik kestirimi istiyorsak,
ya gliven diizeyini azaltmamiz ya da 6rnek hacmini genisletmemiz gerekir. Benzer sekilde, eger
giiven diizeyini artirmak istiyorsak, ya daha genis bir aralik kestirimine razi olmamiz ya da drnek
hacmini genisletmemiz gerekir. Bu minvalde, daha genis bir 6rnek hacmi segmenin her zaman arzu
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edilir oldugu diisiiniilse bile, ger¢ek diinyada zaman ve maliyet telakkileri daima bas rolii oynar.

Misal 7 Bir fabrikada optik depolama cihazlari i¢in iiretilen millerin ¢apina ait standart sapma 0.025
santimetredir. Eger mil ¢apinin aritmetik ortalamasinin i¢inde bulundugu +0.01 santimetrelik aralig
%99 giivenle bilmek istiyorsak, 6rnek hacmi ne olmalidir?

Cevap: Elimizde olan,

_ o 0.025

ViV

ve hata payin1 0.01 santimetreden daha kii¢iik yapacak 6rnek hacmini bulmak istiyoruz. Yani, her bir

kuyrukta %0.5 olduguna gore, Tablo A y1 kullanarak z-puanlarin1 +2.576 olarak buluruz ve soyle
yazabiliriz:

Oy

2.57605 < 0.01.

Boylece,

5
2.576 < 0.01

n
Cebirsel olarak, ifadeyi yeniden diizenlersek, sunu buluruz:

2.576(0.025)
> —_— —
Vn 2 0.01

ve buna gore, n > 41.5. Oyleyse, sececegimiz 6rnegin hacmi 42 dir.

Yukaridaki misalde 6rnek hacmini bulmak i¢in yiiriittiiglimiiz mantigi, 6rnek aritmetik ortalamasi
icin yapilacak giiven araligi kestirimlerinde, arzu edilen gliven diizeyinde ve arzu edilen hata payu ile,
gerekli olacak 6rnek hacmini hesaplamak tizere formiillestirirsek, soyle yazabiliriz:

(ar)
nz|\———
hata pay1

Populasyon Orantisi i¢in Giiven Arah@

Tek bir 6rnegin orantis1 p yi gbz 6niine almak suretiyle bir populasyonun orantis1  yi kestirmek
istiyoruz. Bu 6rnek orantisi, tim Ornek orantilart uzayinin yalnizca bir elemanidir ve bir dnceki
bolimden biliyoruz ki eger n yeterince biyuk ise,

1. tum 6rnek orantilari kiimesi yaklasik normal dagilir,
2. tim Ornek orantilari kiimesinin aritmetik ortalamasi w,, orijinal popllasyonun aritmetik
ortalamasi  ye esittir,

3. tlm Ornek orantilar1 kiimesinin standart sapmasi o, yaklasik olarak /(1 — m)/n e esittir.

Popiilasyon orantisi 7 nin giiven araligini bulurken, 7 yi bilmedigimize goére, /(1 — ) /n i nasil
bulacagiz? En mantikli prosediir elbette 7z nin bir kestirimi olarak 6rnek orantisi p yi kullanmaktir.
Buna gore Ornek orantisinin standart hatast,

_ /p(l —p)
Sp— T

Onceki bolimlerden biliyoruz ki hem np hem de n(1 — p) 10 dan biiyiik oldugunda, normal dagilim
binom dagilimi i¢in ¢ok yararl bir yaklagimdir. Spesifik bir 6rnege iligkin hesaplamalar yaparken ve
neticelere varirken, onemli olan, yine biliyoruz ki 6rnegin bir basit rastgele 6rnek olmasi ve i¢inden
cekildigi popiilasyonun % 10 undan daha genis olmamas1 gerektigidir. (Eger popiilasyon dar ise ve
ornek hacmi popiilasyonun %10 unu gecerse, o halde normalden bagka modeller daha miitenasiptir.)
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Misal 8 Bir sehirdeki segmenlerin 550 kisilik bir basit rastgele drneginin %64 i mevcut belediye
baskaninin politikalarini tasvip ettiklerini belirtmislerdir. S6z konusu sehirdeki tim se¢menlerin
belediye bagkaninin politikalarini tasvip edenlerinin orantisi i¢in %99 luk bir gliven aralig1 kestirimi
belirle.

Cevap: Bakiyoruz, np = 550(0.64) = 352 > 10ven(1 —p) = 550(0.36) = 198 > 10, 6rnek bir
basit rastgele 6rnek ve sehirdeki tiim se¢menlerin sayisi verilmemekle beraber 550 nin bu saymin
%10 undan daha biiyiik olmadigi1 varsayabiliriz. Ornek orantis1 p = 0.64 olduguna gore, rnek

orantisinin standart hatasi,
B 0.64(0.36) — 0.0205
Sp = TTo = 0. .

Daha 6nce 6grenmis oldugumuz iizere, 6rnek orantilarinin %99 u popiilasyon orantisinin sagli-sollu
2.576 standart sapma civarinda yer alir. Ayni1 manada, %99 giivenimiz var ki popiilasyon orantisi
herhangi bir 6rnek orantistnin sagli-sollu 2.576 standart sapma civarinda yer alir. Boylece,
popiilasyon orantisinin %99 luk giiven araligi kestirimi,

0.64 + 2.576(0.0205) = 0.64 + 0.053.

Bu sonuca gore, hata pay: 0.053 tur. Yani, belediye baskaninin politikalarini tasvip edenlerin orantisi,
%99 glvenle, %58.7 ve %69.3 arasindadir.

Giiven diizeyi tanimini kullanarak, ayn1 zamanda, sdyleyebiliriz ki eger bu anket prosediirii (yani,
550 kisilik basit rastgele 6rnek) pek ¢ok kere tekrarlanmis olsaydi, elde edilecek giiven araliklarinin
yaklagik %99 u gercek popiilasyon orantisinin kapsayacakti.

Misal 9 Bir iiretim bandindan alinan bir basit rastgele 6rnekteki 225 pargcanin 18 inde kusur tespit
edilmistir. Bu bantta Uretilen tiim kusurlu pargalarin orantist i¢in %95 lik bir giiven aralig1 kestirimi
belirt.

Cevap: Bakiyoruz, np = 18 > 10 ve n(1 — p) = 225 — 18 = 207 > 10, 6rnek bir basit rastgele
ornek ve s6z konusu iiretim bandinda iretilen tiim pargalarin sayisi verilmemekle beraber 6rnek
hacminin popiilasyonun %10 undan daha dar oldugunu varsayabiliriz. Ornek orantismin standart

hatasi,
0.08(0.92)
Sp = T = 0.0181.

Tablo A dan kritik z-puanini 1.96 olarak buluruz. Buna gore, popiilasyon orantisinin %95 lik giiven
aralig kestirimi,

0.08 + 1.96(0.0181) = 0.08 + 0.035.

Boylece, %95 giivenimiz var ki s6z konusu batta iiretilen kusurlu parcalarin orantis1 0.45 ve 0.115
arasindadir.

Eger bu tiretim bandinda 100000 parga tiretildigini biliyor olsaydik, orantilar1 kusurlu parca sayilarina
donustiirebilirdik:

(0.045)100000 = 4500 ve (0.115)100000 = 11500

Yani, s6z konusu iiretim bandinda iiretilen 100000 parga igerisinde kusurlu olanlarin sayisinin 4500
ve 11500 arasinda oldugunu %95 giivenle sdyleyebiliriz.

Misal 10 Ulke ¢apinda 1000 hemsire ile yapilan bir rnek yoklamasinda, hemsirelere mesleklerinden
memnun olup olmadiklari soruldu.

a. Yoklanan hemsirelerin 832 si mesleginden memnuniyetini dile getirdigine gore, Ulkede
istihdam edilen tim hemsirelerin %83.2 + %3 Unun mesleginden memnuniyet duydugunu
hangi gevenle 6ne surebiliriz?
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Cevap: Goriildiigi tlizere, np = 832 > 10 ve n(1 —p) = 1000 — 832 = 168 > 10, hir
basit rastgele 6rnek alindigini ve 6rnek hacminin muvazzaf hemsireler popiilasyonunun %10
undan daha dar oldugunu varsayiyoruz.

832 ’0.832(0.168)
=—— =0.832 ve = =
P =71000 Sp 000 0.0118.

Hata payini1 ve standart hatay1 bildigimize gore, kritik z-puanlarini s0yle hesaplariz:

0.03
+
0.0118

Tablo A bu kritik z-puanlari i¢in bize 0.0055 ve 0.9945 olasiliklarint verir. Boylece,
aradigimiz cevap 0.9945 — 0.0055 = 0.989 dur. Baska bir ifadeyle, %83.2 + %3, muvazzaf
hemsireler popiilasyonu igerisinde mesleginden memnun olanlarin yiizdesi i¢in %98.9 luk bir
giiven aralig1 kestirimidir.

thata pay1 = +z(s)) ise = +2.54.

b. Ulkemizde muvazzaf hemsirelerin sayisinin kabaca 200000 oldugunu farzederek,
mesleginden memnun olanlarin sayisini hesapla.

Cevap: Eger muvazzaf hemsire popiilasyonunun hacmi 200000 ise, mesleginden memnun
olanlarin sayisi, %98.9 luk bir glivenle,

(0.832 — 0.03)200000 = 160400
ve

(0.832 + 0.03)200000 = 172400
arasindadir.

Misal 11 Amerika Birlesik Devletlerinde yapilan bir 6rnek yoklamasina yanit veren 6230 yetiskin
issiz, medeni hallerine, cinsiyetlerine ve irklarina gore asagidaki gibi siniflandirilmistir (Dul: Esi
Olmiis, Bekar: Hi¢ evlenmemis veya bosanmis):

Beyaz
Evli Dul | Bekar
Adam | 1090 | 337 | 1168
Kadin | 952 423 | 632

Beyaz-olmayan
Evli Dul | Bekar
Adam | 266 135 | 503
Kadin 189 186 | 349

a. Evli igsiz adamlarin orantisi igin %90 lik bir giiven araligi kestirimi hesapla.

Cevap: Her iki tablonun birinci satirlarini toplayarak, yoklamaya katilan adamlarin sayisini
3499 olarak buluruz; adamlarin evli olanlarinin sayisi ise 1090 + 266 = 1356 dir. GOriiyoruz
ki, np = 1356 > 10 ve n(1 — p) = 3499 — 1356 = 2143 > 10; 6rnegin bir basit rastgele
ornek oldugunu varsayiyoruz ve ornek hacminin tiim issiz yetiskinler popiilasyonun %10
undan daha dar oldugu agiktir. Buna gore,

= 0.08236.

1356 0.3875(0.6125)
p Sp =

=——=10.3845 ve
3499 3499

Ornek orantilarinin dagilimi yaklasik normal ve her bir kuyrukta %35 olacag icin, Tablo A y1
kullanarak kritik z puanlarini +1.645 olarak bulduktan sonra, %90 lik giiven aralig1 kestirimi,

0.3875 + 1.645(0.008236) = 0.3875 £ 0.0135.
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b. Bekar issiz kadinlarin orantisina ait %98 lik bir giiven aralig1 kestirimi yap.

Cevap: Yoklamada bekarlarin sayist 1168 + 632 + 503 + 349 = 2652 dir. Bunlarin,
632 + 349 = 981 i kadindir. Yine, np = 981 > 10 ve n(1 — p) = 2652 — 981 = 1671 >
10; ornegin bir basit rastgele 6rnek oldugunu varsayiyoruz ve ornek hacminin tiim issiz
yetigkinler popiilasyonun %10 undan daha dar oldugu agiktir. Buna gore,

p = 0.09375.

981
= =0.3699 ve ¢ = 0.3699(0.6301)
2652 P 2652

Her bir kuyrukta bu defa %1 olacag igin, Tablo A y1 kullanarak kritik z-puanlarin1 +2.326
olarak bulduktan sonra, %98 lik giiven aralig1 kestirimi,

0.3699 + 2.326(0.009375) = 0.3699 + 0.0218.

Bir yoklamanm dizayninda énemli miilahazalardan birisi de érnek hacminin secimidir. Ornek
orantisinin daha dar, daha kesin bir aralik kestirimini elde edebilmek igin, ya giiven duzeyini
azaltmamiz ya da 6rnek hacmini genisletmemiz gerekir. Benzer sekilde, eger giiven diizeyini artirmak
istiyorsak, ya daha genis bir aralik kestirimine razi olmamiz ya da 6rnek hacmini genisletmemiz
gerekir. Yine, daha genis bir 6rnek hacmi se¢gmenin her zaman arzu edilir oldugu diisiiniilse bile,
gercek diinyada zaman ve maliyet telakkileri daima bas rolii oynar.

Popiilasyon orantisinin bir giiven araligi kestirimini elde etmek icin dizayn edilecek bir yoklamada,
ornek hacmini tayin ederken, arastirmacinin oy, i¢in hangi degeri kullanacag kritik bir sorudur. Bu
soruya cevap vermek icin, dncelikle /(1 — m) nin ne kadar biiyiik olabilecegini miilahaza etmemiz
gerekir. Cesitli w degerleri igin /(1 — 1) nin alabilecegi degerler soyledir:

m ;01 02 03 04 05 06 07 08 09
Jtd—n) : 03 04 0458 049 05 049 0458 04 03

Tabloya bakinca, goriiyoruz ki aradigimiz cevap 0.5 tir. Bdylece, /(1 — ) /n in alabilecegi deger

en bilyiik 0.5/+/n olabilecektir. Misal 12 ve Misal 13 te 6rnek hacimlerini belirlerken ve benzeri
problemlerin ¢6zumiinde bu olguyu kullanacagiz.

Misal 12 Ailesel akdeniz atesi ¢esitli varyasyonlari olan bir genetik mutasyondur. Akdeniz
havzasinda yasayan toplumlarda yaygindir. Eger bir bilimsel aragtirmaci Tiirk toplumunda ailesel
akdeniz atesinin bilinen mutasyonlarinin orantisin1 belirlemek isterse, %96 glvenle +0.03 ik bir
giiven aralig1 kestirimi yapabilmesi i¢in, teste tabi tutacagi 6rnekte kag kisi olmalidir?

Cevap: Her bir kuyrukta %2 olacagi i¢in, Tablo A y1 kullanarak aradigimiz giiven araligini sinirlayan
Z-puanlarint £2.05 olarak bulduktan sonra, sunu bilmek istiyoruz:

2.050,, < 0.03.

Hemen yukarida belirtmis oldugumuz iizere, o, nin alabilecegi en biiyiik deger 0.5/ v/n dir. Buna
gore, diisiincemizi su yonde gelistirmemiz gayet mantiklidir:
2.05 E < 0.03.
Nk
Cebirsel olarak, ifadeyi n in ¢6zimi igin yeniden diizenlersem,
2.05(0.5)

>—————=34.1
Vn = 0.03 3417

ve
n = 1167.4.

Demek ki 1168 kisilik bir basit rastgele 6rnek segmek, bilimsel arastirmacimiza ailevi akdeniz

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 10/20



Giiven Araliklari

atesinin bilinen mutasyonlarina sahip kisilerin orantisini, %96 giivenle, +0.03 araliginda verecektir.

Yeri gelmisken, ifade etmekte yarar var ki kestirimin isabetliligi popiilasyonun yiizde kagint
orneklendigimize bagh degildir. Kritik olan, 6rnegin mutlak hacmidir. Kullandigimiz prosediirlerin
manali1 olabilmesi i¢in gerekli olan bir minimum n degeri var midir? Binomiyale normal yaklagimi
kullandigimiz igin, hem nm nin hem de n(1 — m) nin en az 10 olmas1 gerekir.

Misal 13 Ogrenci merkezli dgretimin lehinde olan dgretmenlerin orantisimi belirlemek iizere bir
O0grenme-calismasina girigilecektir. Eger +0.06 araliginda, %99 guven dlzeyiyle bir kestirim arzu
ediliyor ise, kag 6gretmenle anket yapilmalidir? Ayni giiven diizeyinde, £0.03 araligi i¢in kag anket?
+0.02 aralig1 igin kag anket?

Cevap: Cebirsel olarak,

2.576 (0'5) < 0.06
576(7=) <0

ifadesini yeniden diizenlersek,
Vi 2 208 = 915 ve  n>46225,

Benzerce,
2.576 (E) < 0.03
Vn
ifadesini yeniden diizenlersek,

N "'5%0(605) =429 ve n>18404.

Yine ayni sekilde,

2.576 (0'5) < 0.02
576(=) <o

ifadesini yeniden diizenlersek,
Vi 2 200 = 644 ve  n>4147.4.

Boylece, aralik kestirimi i¢in arzu edilen isabetlilige bagl olarak, 463, 1841 veya 4148 6gretmenle
anket yapilmalidir.

Dikkatinizi ¢ekmek isterim ki aralik kestirimini yariya indirmekle (yani, £0.06 dan +0.03 e), 6rnek
hacmini dérde katlamig olduk. Aralik kestirimini ti¢te birine indirmekle (yani, +0.06 dan +0.02 ye),
ornek hacmini dokuza katlamis olduk (yuvarlama hatalar1 nedeniyle cevaplar tam degil).

Daha genel olarak, giiven diizeyi aymi kaldig1 halde, aralik kestirimini bir sabite bolersek, drnek
hacmini o sabitin karesi kadar artirmamiz gerekir.

Yukaridaki misalde 6rnek hacmini bulmak i¢in yiiriittiiglimiiz mantig1, 6rnek orantisisi i¢in yapilacak
giiven aralig1 kestirimlerinde, arzu edilen giiven diizeyinde ve arzu edilen hata payi ile, gerekli olacak
ornek hacmini hesaplamak iizere formiillestirirsek, soyle yazabiliriz:

( 0.5z )2
nz|———
hata pay1

iki Popiilasyon Aritmetik ortalamasi Arasindaki Fark Icin Giiven
Arahgi

Onceki bélumlerden, ¥; — 7, nin 6rnekleme dagilim1 hakkinda su enformasyona sahibiz:
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1. tlm 6rnek aritmetik ortalamalar: farklar1 kiimesi yaklasik normal dagilir,

2. tum ornek aritmetik ortalamalar farklari kiimesinin aritmetik ortalamasi populasyon aritmetik
ortalamalarinin farki p; — u, ye esittir,

3. tlim o6rnek aritmetik ortalamalar: farklari kiimesinin standart sapmasi oy, _y, yaklasik olarak

o + nz ye esittir.

Spesifik orneklere iliskin hesaplamalar yaparken ve neticelere varirken, 6rneklerin her ikisinin de
birer basit rastgele 6rnek olmalar: ve biribirlerinden bagimsiz olarak ¢ekilmeleri gerektigini bilmek
onemlidir.

Misal 14 Ayni endiistri kolunda fiiretim yapan iki ayr1 fabrikada yiiriitilen 30 aylik bir
O0grenme-caligsmasi ile, bu fabrikalarda meydana gelen aylik kaza sayilar1 arasindaki fark belirlenmek
istenmektedir. Birinci fabrikanin aylik kaza sayilariin aritmetik ortalamas: 12.3 ve standart sapmasi
3.5 iken ikinci fabrikanin aritmetik ortalamasi 7.6 ve standart sapmasi 3.4 tiir. Bu iki fabrikada
meydana gelen aylik kaza sayilar arasindaki fark i¢in %95 lik bir giiven araligi kestirimi belirle.
(Varsayiyoruz ki iki popiilasyon bagimsizdir ve yaklasik normal dagilmaktalar.)

Cevap:

n1 = 30 nz = 30
}_/1 == 12.3 }—/2 == 7.6
Sl = 35 52 == 34

v = I Th, 030 30

Gozlenen fark, 12.3 — 7.6 = 4.7, ve (n; —1) + (n, — 1) = 58 lik serbestlik derecesi ile kritik
t-puan1 +2.00 dir. Boylece, giiven araligi kestirimi 4.7 + 2.00(0.89) = 4.7 + 1.78 dir. Yilzde 95
giivenimiz var ki birinci fabrikada meydana gelen aylik kaza sayisi, ikinci fabrikaya gore, 2.92 ve
6.48 arasinda daha ¢oktur. Serbestlik derecesi konusunda bazi istatistik bilimcileri daha tutucu
davranilmasi ve serbestlik derecesinin min(n, — 1,n, — 1) olarak alinmasini teklif ederler. Bu
durumda, iki 6rnegin serbestlik derecelerinden en kiigiigii tercih edileceginden, serbestlik derecemiz
min(30 — 1,30 — 1) = 29 olur ve bu da bize 4.7 + 2.045(0.89) = 4.7 £+ 1.82 lik bir giiven aralig
kestirimi verir.

Misal 15 Akaryakit istasyonlarindaki marketlerde satilan bakkaliye Grlinlerinin sehir marketlerine
gdre daha pahaliya satildig1 iddiasini test etmek iizere bir yoklama yapilir. Onceden segilen bir grup
uriin rastgele 6rneklenen 35 akaryakit istasyonu marketinden ve 45 sehir marketinden satin alinir. Su
veri elde edilir.

Istasyon marketleri Sehir marketleri
n; =35 n, =45

7, = 39.4 TL ¥, = 3652 TL
s; =123 TL s, =1.1TL

Bakkaliye fiyatlar arasindaki fark i¢cin %90 lik bir giiven aralig1 kestiriminde bulun. (Varsayiyoruz
ki iki popiilasyon bagimsizdir ve yaklasik normal dagilmaktalar.)

Cevap:
1.232 1.12

5371_372 == 35 + E = 0265

Gozlenen fark, 39.4 — 36.52 = 2.88, ve (35 — 1) + (45 — 1) = 78 lik serbestlik derecesi ile kritik
t-puan1 +1.664 tir. Boylece, giiven araligi kestirimi 2.88 + 1.664(0.265) = 2.88 + 0.44 tur. Yizde
90 guvenle soyleyebiliyoruz ki segili tirtinlerin fiyati, sehir marketlerine gore, istasyon marketlerinde
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2.44 TL ve 3.32 TL arasinda daha pahalidir.

Misal 16 Iki ayr1 marka boyanin kuruma siireleri arasindaki farki belirlemek {izere dizayn edilecek
bir 6grenme-calismasinda, her iki popiilasyon i¢in kutularin standart sapmasi 2.5 dakika ise, farkin 1
dakikalik hata pay1 icerisinde oldugundan %98 giivenle emin olabilmek igin, 6rnek hacmi ne
olmalidir?

Cevap:

257 257 3536
n n B n

09—y, =

Tablo A y1 kullanarak kritik z-puanini 2.325 olarak bulduktan sonra, hata pay1 1 dakika olduguna
gore,

3.536
<1

n

2.325

ifadesini yeniden yazarak, vn > 8.22 ve n > 67.6 degerini elde ederiz. Bdylece, arastirmaci her
markadan 68 kutuluk birer 6rnegi test etmelidir.

Orneklerin bagimsizligi durumunda, eger popiilasyonlarin hem normal dagilimli olmalari hem de esit
varyansli olmalar1 varsayimlar1 gegerli ise, 6rnek varyanslarini karmak suretiyle, ortak popilasyon
varyansinin daha iyi bir kestirimi elde edilebilir.

Esli Farklar

Bu alt bolumde, buraya kadar, yaptigimiz analiz ve uyguladigimiz prosediirler i¢in bir varsayim
olarak, iki 6rnegin biribirinden bagimsiz olmasi gerektigini ifade ettik. Mamafih, pek ¢ok istatistiksel
deney ve test verinin dogal olarak giftler halinde bulundugu iki popiilasyonu karsilagtirmak {izere
yuratullr. Boylesi esli farklar durumunda, daha uygun bir prosediir, esli verinin farklarindan olusan
tek degisken lizerinde bir tek 6rnek analizi yapmaktir.

Misal 17 Doping etkisi yaptig1 diisiiniilen bir ilag 30 atlet iizerinde test edilmistir. Miiteakip tablo
atletlerin ila¢ almadan ve ila¢ aldiktan sonra 5000 metre kosusu performanslarini (saniye)
vermektedir.

Atlet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ilagsiz performas | 1025 | 1085 | 1350 | 1202 | 982 | 950 | 1089 | 1159 | 1246 | 1135
Ilagh performans | 912 | 1025 | 1295 | 1123 | 875 | 890 | 1002 | 998 | 1235 | 1045
fark -113 | -60 -55 -79 | -107 | -60 -87 | -161 | -11 -90

Atlet 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Ilagsiz performas | 1302 | 1010 | 1235 | 1103 | 1200 | 1187 | 910 | 1049 | 1123 | 901
Ilagh performans | 1215 | 948 | 1190 | 1077 | 1223 | 1100 | 842 | 985 | 1107 | 847
fark -87 -62 -45 -26 23 -87 -68 -64 -16 -54

Atlet 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Ilagsiz performas | 1005 | 1010 | 1015 | 1032 | 1310 | 1086 | 1276 | 1029 | 1221 | 874
Ilagh performans | 956 | 987 | 1028 | 954 | 1152 | 987 | 1228 | 1005 | 1166 | 808
fark -49 -23 13 -718 | -158 | -99 -48 -24 -55 -66

Kosu performanslarindaki aritmetik ortalama artis igin, %90 lik bir giiven aralig1 kestiriminde bulun.

Cevap: Kosu performanslarinin iki kiimesi (ilagsiz ve ilagli) bagimsiz degil; atletler igin eslilik
iligkisine sahipler. Bu durumda miinasip prosediir, farklar kiimesinden olusan tek bir degisken i¢in
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tek 6rnek analizidir. Boylece, atletlerin ilagh ve ilagsiz performans farklart klimesi igin, y = —63.2
saniye, s = 41.89 saniye ve

41.89
Sy = —— = 7.648 saniye.

¥ V30

Yiizde 90 lik giiven aralig1 kestirimi,
—63.2 + 1.699(7.648) = —63.2 + 13.

Yuzde 90 guvenle, kosu performanslarindaki aritmetik ortalama artig —50.2 saniye ve —76.2 saniye
arasindadir.

Ne zaman iki 6rnek analizi ve ne zaman tek 6rnek analizi yapacagina karar verirken, kafa karisiklig
yasayabilirsin. Ana fikir, gruplarin bagimsiz olup olmadigidir. Ayrimi yaratan, 6grenme-calismasinin
dizaynidir. Kadinlarin gebelikten korunma yontemleri hakkindaki bilgisini artirmaya yonelik bir
egitim programinin etkinligini 6l¢mek istiyoruz. Eger deney dizaynimiz, goniillii kadinlarin rastgele
sectigimiz yarisina egitim programini uyguladiktan sonra, bu kadinlarin standart bir testten aldiklari
puanlar1 kadinlarin geri kalanlarinin puanlariyla karsilastirmak ise, o zaman yapilmasi icabeden iki
ornek analizidir. Mamafih, eger deney dizaynimiz, goniillii kadinlarin tiimiinU standart teste tabi
tuttuktan sonra, bu kadinlarin tiimiine egitim programini uygulamak ve yeniden standart teste tabi
tutmak ise, o zaman yapilmasi icabeden farklarin tek 6rnek analizidir. Esleme yukarida zikrettigimiz
Uzere, ayni birey lizerinde iki 6l¢lim yapmakla meydana gelebildigi gibi ikiz kiimeleri iizerinde 6l¢iim
yapmakla ya da ayni konumu veya ayni durumu paylasan giftler lizerinde 6l¢lim yapmakla da
meydana gelebilir. Ana fikir, 6l¢timlerin iki kiimesinin bagimsiz olup olmadigi, ya da milahaza
edilen soru bakimindan bir sekilde iliskili olup olmadiklaridir.

iki Popiilasyon Orantis1 Arasindaki Fark i¢in Giiven Arahg
Onceki bolimlerden, p; — p, nin érnekleme dagilimi hakkinda su enformasyona sahibiz:

1. tiim O6rnek orantilar farklar kiimesi yaklagik normal dagilir,

2. tiim drnek orantilarr farklari kiimesinin aritmetik ortalamas ,,, _,,, popiilasyon orantilarinin
fark1 my — m, ye esittir,

3. tim Ornek orantilar1 farklar1 kiimesinin Standart sapmasi

\/nl(l_nl) 4 T2 ye esittir.
ng n;

Op,-p, Yyaklagik olarak

Unutma ki binomiyal dagilima normal dagilimla yaklasiyoruz ve bu sebeple nyp;, n;(1 — p1), nyp,
ve n, (1 — p,) degerlerinden her biri en az 10 olmalidir. Spesifik drneklerle hesaplama yaptigimiz ve
netice ¢ikardigimiz igin, Orneklerin hem basit rastgele Ornekler olmalari hem de biribirinden
bagimsizca ¢ekilmis olmalar1 6nemlidir. Nihayetinde, orijinal popiilasyonlarin da 6rnek hacimlerine
kiyasla genis olmalar1 gerekir.

Misal 18 Sehir hastahanelerinde giindiiz vardiyasinda ¢alisan 125 hemsirenin %84 ii isinden memnun
oldugunu ifade ederken, gece vardiyasinda ¢alisan 150 hemsirenin yalnizca %72 si memnuniyetini
ifade etmistir. Iki 6rnek orantis1 arasindaki fark icin %90 lik bir giiven aralig1 kestirimi tesis et.

Cevap: Goruyoruz ki nyp; = 125(0.84) = 105, n;(1 —p,) =125(0.16) = 20, nyp, =
150(0.72) = 108, n,(1 — p,) = 150(0.28) = 42 ve hepsinin degeri 10 dan daha biiyiik; bagimsiz
basit rastgele 6rnekler alinmis ve sehir hastahanelerinde ¢alisan hemsirelerin popiilasyonunu genis
bir popiilasyon olarak varsayiyoruz.

ng = 125, n, = 150
pl == 0.84', pz = 0.72
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= 0.0492.

_[0.84(0.16) N 0.72(0.28)
P1Pz — 125 150

Gozlenen fark, 0.84 — 0.72 = 0.12 ve kritik z puanlar1, +1.45 tir. Gliven aralig1 kestirimi,

0.12 + 1.645(0.0492) = 0.12 + 0.081.
Yiizde 90 giivenle, isinden memnun olan hemsirelerin orantisi, giindiiz vardiyasinda calisanlarda,
gece vardiyasinda ¢alisanlara gore, %3.9 ve %20.1 arasinda daha ytiksektir.

Misal 19 Bir sigir irkinda, rastgele orneklenen 85 erkek sigirin 10 u boynuzsuz iken, rastgele
orneklenen 92 disi sigirin 37 si boynuzsuzdur. Boynuzsuz erkek ve disi sigirlarin orantilari arasindaki
fark icin %95 lik bir giiven aralig1 kestiriminde bulun.

Cevap: Gorlyoruz ki nyp; = 10, n,(1 — p,) = 75, n,p, = 37, n, X (1 —p,) = 55 ve hepsi 10
dan daha biiylik; bagimsiz basit rastgele drnekler alinmis ve erkek ve disi sigir popiilasyonlar1 hayli
genis.
Tl1 = 85, nz == 92
p; = —=0.118, p, = = = 0.402

85 92

= 0.0619.

0.118(0.882) 0.402(0.598)
Spl—pz = 85 + 92
Gozlenen fark, 0.118 — 0.402 = —0.284 ve kritik z-puanlari, +1.96 dir. Buna gore, giiven araligi
kestirimi,
—0.284 + 1.96(0.0619) = —0.284 + 0.121.

Boynuzsuz erkek sigirlarin orantisinin, boynuzsuz disi sigirlarin orantisindan 0.163 ve 0.405 arasinda
daha diisiik oldugunu, %95 giivenle soyleyebiliriz.

Misal 20 Bir yoklamaci bir sonraki se¢imde sandiga gidecek kisiler icerisinde diisiik gelir
duziyindekilerin ve yiiksek gelir diizeyindekilerin orantilari arasindaki farki belirlemek istiyor. Bu
fark1 0.02 lik bir hata payr ile %95 lik giiven diizeyinde kestirebilmek i¢in, alinmasi1 gereken
orneklerin hacimleri ne olmalidir?

Cevap: Evvela sunu animsayalim ki bir 6rnegi ¢ekerken, /(1 — 1) ifadesinin alabilecegi en biiyiik
deger 0.5 tir. Boylece, iki 6rnek orantis1 arasindaki farkin standart sapmasi igin, sunu yazabiliriz,

1 1 1 1
n(l—n)(—+—>£0.5 —+—.

Buna gore, eger basitce durumu idealize ederek, n; = n, = n kosulunu 6ne siirersek, yukaridaki

ifadeyi suna indirgeriz:
1 1 2 0.5v2
o5 L+ 2o0s 22052
n n n n

Hiilasa, c¢ekilecek iki 6rnegin hacimlerinin esit olacagini varsayarak,

0.5v2
Op,—p, = I

ve
1.960,, _,, < 0.02

yazabiliriz; ve bu iki ifadeyi yeniden diizenlersek,
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1.96(0.5)v2
L96OINZ _ g
Vn
Nihayetinde,
1.96(0.5)V2
> ~ 7
V=30
ve

n = 69.3%2 = 4802.5.
Boylece, yoklamacinin kullanmasi gereken drnek hacmi, her bir 6rnek icin en az 4803 kisi olmalidir.

Popiilasyon Regresyon Dogrusunun Egimi I¢cin Giiven Arahg:
Onceki béliimlerde, en kiiciik kareler regresyon dogrusunu tartigmistik,
y=a+ bx

ki buradaki b dogrunun egimidir. Iki degiskeli veri i¢in bu egimi bir kompliter yazilimu ile halihazirda
kolayca hesaplamak mumkdn. Bir drnekten hesaplanan b degeri, bu 6rnegin i¢inden ¢ekilmis oldugu
popilasyonuna ait regresyon dogrusunun egimi £ nin bir kestirimidir. Populasyona ait £ icin bir
giiven araligl kestiriminde bulunmak istedigimiz zaman, (n — 2) serbestlik dereceli t-dagilimini
kullaniriz. Ornege ait regresyon dogrusunun egimi b nin standart-hatas1 sdyle hesaplanur,

Se

s,Vn—1

ki burada s, kalintilarin standart sapmasi ve s, X degiskeninin standart sapmasidir. Cogu zaman,
regresyon denklemini hesaplatmakta kullandigimiz bir bir kompiiter yazilimi, b nin degerinin yanisira
sp nin degerini de vermektedir.

Sp =

Bir giliven araliini, S igin tesis ederken, su varsayimlarin gecerli olmas1 gerekir: (1) 6rnegin rastgele
sec¢ilmis olmasi, (2) sagilim grafiginin yaklasik dogrusal olmasi, (3) kalint1 grafiginin belirgin bir
bi¢im arzetmemesi ve (4) kalintilarin dagiliminin yaklagik normal olmas:.

Misal 21 Bir lisede 6grenim géren 6grencilerin 10 kisilik bir rastgele 6rnegi, haftalik televizyon
izleme siireleri (saat) ve not ortalamalar1 (4 Uzerinden) igin su sonuglar1 verdi:

TVsiresi(X): | 12 | 21| 8 | 20|16 |16 24| 0 |11 ] 18
Not ortalamasi (Y): | 3.1]2.3|35]25[30(26|21[38[29]26

Veriden su istatistikler hesaplanmigtir: X = 14.6, s, = 7.074; y = 2.84, s, = 0.53; r = 0.962.

En kii¢iik kareler dogrusunu belirle ve hakiki egim igin %95 lik bir giiven aralig1 kestirimi yap.

Cevap:
b= rs—y = 0.962E = -0.0721
Sy 7.074
a=7y—bx=284—(-0.0721)14.6 = 3.893
y = 3.893 — 0.07202x
xio | 12 21 8 20 16 16 24 0 11 18

yii| 3.1 2.3 3.5 2.5 3.0 2.6 2.1 3.8 2.9 2.6
yi:13.027 | 2.379 | 3.315 | 2.451 | 2.739 | 2.739 | 2.163 | 3.892 | 3.099 | 2.595
e;: 1 0.073 | -0.079 | 0.185 | 0.049 | 0.261 | -0.139 | -0.063 | -0.092 | -0.199 | 0.005
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Oncelikle, kullanacagimiz istatistiksel prosediiriin varsaymmlarin1 kontrol etmeliyiz: (1) Verinin
Ogrencilerin bir rastgele O6rneginden elde edildigi bize sodyleniyor. (2) Sagilim grafigi yaklasik

dogrusal.

_ 36+ .

©

£

o 3.2+

2 Y.

O L]

2 2.8 1

=z s =
2.4+ s

L I
T T T

TV saatleri
(3) Kalint1 grafigi belirgin bir bigim géstermiyor.
0.2 "

01T

0+ 0

Kalinti

0.1 +*

o 5 10 15 20
TV saatleri
(4) Kalintilarin dagilimi yaklasik normal.

Normal olasilik grafigi

_ 02
Histogram
o1+
& i
<
= o0
b4
03
i .
1
| -0.2
-2 - 0 1 2 3 15 <10 -05 0 05 10 15

Normal puanlar

Simdi, kalintilarin standart sapmasini hesapladiktan sonra, en kiigiik kareler dogrusunun egimi b nin
standart hatasini hesaplayabiliriz,

2
Zei

= 0.1531
n—2

Se =

Se 0.1531
sVn—1 7.074Y10 =1
Iki-degiskeli veri, 6rnekte on adet veri noktasina tekabiil ettigi icin, serbestlik derecesi,

sd=10—-2=28
ve kritik t-degerleri, her kuyrukta 0.025 olmak iizere, +2.306 dir. Gergek egim i¢in, %95 lik giiven

= 0.0072

Sp =
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aralhigi,
b+ t(sp) =—0.0721 £+ 2.306(0.0072) = —0.0721 + 0.166

Boylece, %95 lik giivenle sunu sdyleyebiliyoruz ki televizyon karsisinda gegirilen ilave her bir saat,
not ortalamasinda 0.055 ve 0.089 puan arasinda bir diisiisii cagristirmaktadir. Ancak, simdi ve her
zaman, sunu hi¢ aklindan ¢ikarmamalisin ki bOyle durumlarda neden-ve-etkiye dair neticelere
varirken dikkatli davranman gerekir. Belki de, diisiik not ortalamasina sahip Ogrenciler, bu
ortalamalari, haftada kag saat televizyon izlerlerse izlesinler, yine de alacaklardi. Yani burada etkili
neden belki de 6grencilerin mesela zeka diizeyidir. Eger bir deney dizayni mevcut degilse, bir
gozlemsel 6grenme-galismasiyla elde edilmis veri bunu sana sdyleyebilmez.

Misal 22 Bir sigorta sirketi, biliyiik bir sehirde son bir yilda ger¢eklesen konut yangini vakalari
arasindan 15 ini rastgele secerek, yanginin neden oldugu hasar tutari (TL) ve yangina maruz kalan
konutun en yakin itfaiye istasyonuna mesafesini (km) belirlemistir. Veri zerinde bir istatistiksel
yazilim paketi ile icra edilen dogrusal regresyon analizi sonucunda, komplterin drettigi ¢iktinin bir
kismi sudur:

Model Summary

Model R R Square Adjusted R Square Std. Error of the Estimate

1 0.961 0.923 0.918 9033.750

Coefficients

Unstandardized Standardized
Model Coefficients Coefficients t Sig.
B Std. Error Beta
(Constant) 40083.921 5539.083 7.237 10.000
1
Mesafe 11921.278 951.767 0.961 12.52510.000
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Regresyon denklemini yazabilir misin?

Cevap: Regresyon analizine dair tim varsayimlarin yerine getirildigini kabul ediyoruz; 6rnegin basit
rastgele oldugu soylendi ve sacilim grafiginin yaklasik dogrusalligini gorebiliyoruz. Istatistiksel
paket yazilimlarinin ¢ogunda oldugu gibi, bu ¢iktida da “Coefficients” bashigi altinda, “B” siitununda,
uydurulan en kii¢iik kareler dogrusunun y-kesimi ve egimi veriliyor.

Hasar = 40083.921 + 11921.278(Mesafe)
Regresyon dogrusunun egimi icin %95 lik bir giiven aralig1 kestirimi nedir?

Cevap: Egimin standart hatas1 951.767. On bes veri noktasi oldugu i¢in, sd = 15 — 2 = 13 ve kritik
t-degerleri +2.16. Boylece, hakiki egimin %95 lik giiven araligi,

b+ t(s,) = 11921.278 + 2.16(951.767) = 11921.278 + 2055.817

Yiizde 95 glivenimiz var ki konutun en yakin itfaiye istasyonuna olan uzakligi 1 km arttiginda,
yanginda meydana gelen hasarin tutarindaki ortalama artis 9865.5 TL ve 13977.1 TL arasindadir.
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Mini Proje 13

Bir bilimsel dergi makalesi bul ki en az bir tane %95 lik gliven aralig1 kestirimini rapor ediyor olsun.
Ogrenme-calismasinin nigin yapilmis oldugunu, yani maksadini, kisaca acikla. Makalede rapor
edildigi tizere %95 lik giiven araliklarin1 yaz. Sonuglarin interpretasyonunu yap. Yani, istatistiksel
sonuclari, 6grenme-caligmasi problemi baglaminda, herkesin anlayabilecegi bir dilde yeniden ifade
et. Makalenin niyet edilen maksada ulastigini1 diisiinliyor musun? Acikla. Sonuglari, veri toplama
prosesi ile alakali potansiyel problemler bakimindan irdele.
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BOLOM 14 | ANLAMLILIK TESTLERI: ARITMETIK-ORTALAMA
VE ORANTI

Giris

Bir populasyonun aritmetik ortalamasini veya orantisini kestirme problemi ile yakindan iligkili bir
problem de bir popilasyonun aritmetik ortalamasi veya orantis1 hakkindaki bir hipotezi test etmedir.
Mesela, bir biyoloji bilimcisi bir géldeki sazanlarin boylarinin aritmetik ortalamasi igin bir aralik
kestirimi belirleyebilir, ya da 6teki taraftan, baska bir biyoloji bilimcisinin ayn1 géldeki sazanlarin
boylarinin aritmetik ortalamasi hakkinda ileri siirmiis oldugu iddiay1 test edebilir. Bir tarim bilimcisi
uyguladig1 spesifik bir giibrenin neden oldugu iiriin artisinin aritmetik ortalamasi i¢in bir arahik
kestirimi hesaplayabilir, ya da 6teki taraftan, giibreyi gelistiren sirketin iddia etmis oldugu aritmetik
ortalama triin artisini test edebilir. Rusya’daki bir seyahat acentasi Antalya’daki giinesli giinlerin
orantist i¢in bir aralik kestiriminde bulunabilir, ya da 6teki taraftan, turizm biirosunun giinesli
glinlerin orantis1 hakkindaki iddiasini test edebilir. Bir is sagligi ve giivenligi uzmani bir sektordeki
0lumli is kazalarinin orantisi igin bir aralik kestirimi tespit edebilir, ya da Oteki taraftan, ilgili
isverenler drgutindn 6lUmll is kazalarinin orantis1 hakkindaki iddiasini test edebilir. Bu durumlarin
her birinde, bilimsel arastirmaci popiilasyon aritmetik ortalamasi veya orantisinin bir aralik kestirimi
ile mi ilgilendigine yoksa iddia edilen bir aritmetik ortalamanin veya orantnin testi ile mi
ilgilendigine karar vermelidir.

Bir onceki bolimde, belli bir guvenle, bir popilasyonun aritmetik ortalamasinin, orantisinin ve
regresyon dogrusunun egiminin i¢inde yer aldigi, sirastyla 6rnek aritmetik ortalamasi, 6rnek orantisi
ve Ornek regresyon dogrusunun egimi etrafindaki bir araligin kestirimini yaptik. Bu ve bundan
sonraki bolumlerde ise, mevzuyu, 6teki tarafindan bakarak ele alacagiz. Yani, bir 6rnek istatistiginin,
iddia edilen bir populasyon parametresi etrafinda belli bir glivenle tesis edilecek bir aralik i¢inde yer
alip almadigini test edecegiz.

Anlamhilik Testinin Mantig1

Bir istatistiksel test prosediri, genel manada, su asamalardan geger:
o Sifir hipotezi ad1 verilen, test edilecek spesifik bir hipotezin secilmesi,
e mitenasip bir rastgele 6rnegin alinmasi,
o Ornekteki dlgtimleri kullanarak, sifir hipotezinin olabilirliginin belirlenmesi.

Eger ornek istatistigi, iddia edilen popiilasyon parametresinden yeterince uzaksa, sifir hipotezini
reddetmek igin yeterli kanitin mevcut oldugunu sdyleriz. Sifir hipotezinin olasiliksizligin1 géstermek
suretiyle, kabul edilebilir olmadigin1 kanitlamaya g¢alisiriz.

Sifir Hipotezi ve Alternatif Hipotez

Ornek aritmetik ortalamas: baglaminda diisiinelim. Sifir hipotezi H, ile gosterilir ve popllasyon
aritmetik ortalamasi hakkinda bir esitlik ifadesi formunda kurulur. Mesela, Hy: u = 63.7. Ayni
zamanda, herhangi bir esitsizlik formunda kurulmus bir alternatif hipotez vardir ve H; ile gosterilir.
Mesela, H,: u < 63.7 veya H;: u > 63.7 veya H;: u # 63.7. Burada yiiriitilen mantiga gore,
alternatif hipotezin vazifesi verinin temin ettigi kanita dayanilarak reddedilecek bir sifir hipotezinin
yerini almaktir.

Dikkatini ¢cekmek isterim ki Hy 1 ve H; i yalnizca pu ve m gibi populasyon parametreleri izerine
kurabilirsin. Ne H, da ve ne de H, de y ve p gibi drnek istatistiklerini kullanamazsin.

Hicbir zaman, hipotezlerini 6rnek veriden hesapladigin dlgiilerin (yani 6rnek istatistiklerinin)
uzerine kurma.
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P-degeri

Sifir hipotezinin dogru oldugu varsayimi altinda, drnek istatistigine iligskin bir P-degeri hesaplanir.
P-degeri, sifir hipotezinin dogru varsayilmasi halinde 6rnekten hesaplanan istatistik kadar veya daha
asir1 bir istatistik elde etme olasiligidir. P-degeri ne kadar kiigiik ise, sifir hipotezi ile 6rnek sonuglari
(yani parametre i¢in iddia edilen deger ve 6rnekte gozlenen deger) arasindaki fark o kadar anlamlidir.

istatistik parametre

Demek ki, bir anlamlilik testinin sonucunda verilecek karar1 P-degeri belirler. Ornek istatistigine
iliskin P-degeri, H, hipotezi altinda, eger yiksek bir olasilik degerine sahip ise toplanan verinin sifir
hipotezinde ifade edilen model ile tutarli olduguna ve sifir hipotezini reddetmek i¢in bir sebep
olmadigina hikkmedilir. Fakat bu, sifir hipotezinin dogrulugunun ispatlandigi manasina gelmez.
Ciinkii, toplanan veri i¢in baska benzer hipotezlerle de ayni neticeye varilabilir. En fazla, sifir
hipotezinin yanliglanamadigini sdyleyebiliriz. Formal olarak, “sifir hipotezi reddedilemedi” denir.

P-degeri yeterince kiiglik oldugu zaman, toplanan verinin sifir hipotezinde ifade edilen model ile
tutarli olmayabilecegine ve sifir hipotezinin reddedilmesine hiikkmedilir.

P-degeri, sifir hipotezinin dogru olmasi halinde, toplanan verinin gézlenebilmesi olasiligidir; yoksa,
sifir hipotezinin dogru olmasi olasilig1 degildir.

I. Tip Hata ve Il. Tip Hata

Bir rastgele 6rnegin sagladigi enformasyonu kullanarak, bir popiilasyon parametresine ait bir sifir
hipotezini test ederken, iki tip hata yapmak olanaklidir: (1) dogru olan bir sifir hipotezini reddetmek
ve (2) yanlis olan bir sifir hipotezini reddedememek.

Eger dogru bir sifir hipotezi yanilgiyla reddedilir ise, islenen hataya . tip hata denir. Birinci tip hata
isleme olasiligina, o-riski, ayn1 zamanda anlamlilik diizeyi denir. Eger yanlis bir sifir hipotezini
reddetmekte yanilgiya diisiiliir ise, islenen hataya Il. tip hata denir. Ikinci tip hata isleme olasilig1
ile gosterilir.

Populasyondaki hakikat
H, dogru H, yanlis
- |. tip hata .
H, reddedilir - Dogru karar
o (c-riski)
Ornege dayali karar -
H, reddedilmez Dogru karar Il. tip hata
0 £ (f-riski)

Tek kuyruklu Test ve Cift Kuyruklu Test

Alternatif hipotez tek kuyruklu veya c¢ift kuyruklu kurulabilir. Alternatif hipotez tek kuyruklu
kuruldugu zaman, sifir hipotezi degerinden yalnizca bir taraftaki sapmalara odaklanir. Tek kuyruklu
bir alternatif hipotez ile yapilan anlamlilik testi i¢in, P-degeri sifir hipotezi degerinden yalnizca
belirtilen taraftaki sapmalarin olasiligidir. Alternatif hipotez ¢ift kuyruklu kuruldugu zaman, sifir
hipotezi degerinden her iki taraftaki sapmalarla da ilgilenir. Cift kuyruklu bir alternatif hipotez ile
yapilan anlamlilik testi igin, P-degeri sifir hipotezi degerinden her iki taraftaki sapmalarin olasiligidir.
Mesela, Hy: u = 63.7 ise, Hy: u < 63.7 ve Hy: p > 63.7 tek kuyruklu hipotezlerken, H,: u # 63.7
cift kuyruklu bir hipotezdir.
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Aymn veri kiimesi igin, ¢ift kuyruklu P-degeri tek kuyruklu P-degerinin iki katidir. Béyle olunca, tek
kuyruklu bir test sifir hipotezini daha kolay reddedecektir. Eger hangisini kullanacagin konusunda bir
kafa karigiklig1 yasarsan, bilmelisin Ki ¢ift kuyruklu test daima daha tutucu davranacaktir. Ayni
zamanda, tek kuyruklu bir alternatif hipotez kurmak igin de belli bir sebep olmali.

Anlamhlik Dizeyi (a-riski)

Sifir hipotezini reddetmek i¢in, P-degeri ne kadar kii¢iik olmali? Bir yargi¢ bir sanik hakkinda
mahkumiyet karar1 verirken, kararimi1 “en az siipheyle” kanitlamak ister. Biz de H, hipotezini
reddederken ayni seyi isteriz. P-degeri, sifir hipotezinin dogru varsayilmasi halinde, 6rnektekten
hesaplanan istatistik kadar veya daha asir1 bir istatistik elde etme olasiligini ifade ettigine gore, bu
olasilik i¢in bir esik belirlemek gerekir. Eger P-degerimiz bu esigin disinda kalirsa, sifir hipotezini
reddederiz. Belirlenen bu esige a-riski veya anlamlilik diizeyi denir. Miistereken kullanilan
anlamlilik diizeyleri (yani a-riskleri) 0.10, 0.05 ve 0.01 dir. Daha 6nce de sdylendigi izere, a-riski,
ayni zamanda, dogru bir sifir hipotezini yanilgiyla reddetme olasiligi, yani I. tip hatadir.

-----

insan sagligi ile dogrudan ilgili ilag denemelerinde 0.01 duzeyini segmek ya da tiketici tercihlerinin
farkliligini test ederken 0.10 diizeyini se¢gmek gibi. Genellikle segilen diizey ise 0.05 tir. Fakat sunu
onemle belirtmek gerekir ki anlamlilik diizeyi veri elde edilmeden once se¢ilmelidir. Aksi taktirde,
a-riskini veriye uydurarak hile yapmakla suglanabilirsiniz.

Eger bir verinin sagladigi P-degeri segilen a-riskinden daha kigik ise sifir hipotezini reddederiz ve
testin “s6z konusu diizeyde anlamli” oldugunu soéyleriz. Mesela, “sifir hipotezi %5 anlamlilik
diizeyinde reddedildi” gibi.

Genel olarak, eger P > 0.10 ise, H, 1 reddetmek i¢in yeterli kanit olmadigi sdylenir; eger P < 0.10
veya P < 0.05 ise, bu anlamlilik diizeylerinde (veya a-riskleri ile) H, 1 reddetmek igin yeterli kanit
oldugu soylenir; eger P < 0.01 ise, Hy 1 reddetmek i¢in glcll kanit oldugu sdylenir.

Bir anlamlilik testi prosediiriinii yiiriitmeden 6nce, daima, varsayimlarini kontrol etmelisin.

Aritmetik ortalama icin Anlamhhk Testi

Bu kisimda, yaklagik normal dagilimli bir popiilasyondan alinmig basit rastgele 6rnege ait dlgtimlere
dayanarak, populasyonun aritmetik ortalamasi hakkinda kurulan hipotezi test edecegiz. Anlamlilik
testine girismeden oOnce, elimizdeki 6rnek verinin normallik varsayiminmi saglayip saglamadigini
kontrol etmemiz gerekir.

Misal 1 Bir otomobil sirketi SUV modelinin 100 kilometrede 6.5 litre yakit tiikettigini iddia
etmektedir. Bir ¢evre ajansi bu rakamin daha yiiksek olduguna inanmaktadir ve 50 hacimli bir 6rnek
lizerinde bir teste girisirler. Ornek aritmetik ortalamasini1 7.0 litre/100km ve standart sapmasmm 1.4
litre/100km olarak hesapladiklarina gore, sirketin iddias1 %5 lik bir anlamlilik diizeyinde reddedilir
mi? Ya %1?

Cevap: Ornek hacmi 40 1 gectigi i¢in normallik varsayimini ¢ok dnemsemeyerek, bir basit rastgele
ornege sahip oldugumuzu varsayityoruz. Sifir hipotezimiz, alternatif hipotezimiz ve anlamlilik
dizeyimiz:

Hy: u = 6.5 litre/100km,
Hy:p > 6.5 litre/100km,
a = 0.05.
Sifir hipotezinin dogrulugunu, elimizdeki 6rnegin saglamis oldugu enformasyonu kullanarak test
etmek icin, 6nce ornek aritmetik ortalamasinin standart hatasini (yani, 6rnekleme dagiliminin standart
sapmasinin bir kestirimini) hesaplayalim,
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S 1.4 0.198
S —— = — = .
Y Vn 50

Sifir hipotezini test etmek demek, 6rnek aritmetik ortalamasinin H, da iddia edilen dagilimin bir
elemani olup olmadigina karar vermek demektir. Ornek aritmetik ortalamasinin iddia edilen aritmetik
ortalamaya uzakligini1 6lgmek i¢in P-degerini hesaplamamiz gerekir. Ancak, popiilasyon standart
sapmasi yerine ornek standart sapmasini kullandigimizdan dolay1 6rnek aritmetik ortalamalarinin
dagilimii modellemek i¢in normal dagilim yerine t-dagilimini kullanmak durumundayiz. Boyle
olunca, Tablo C deki Student t-dagilimi tablomuzun kisithiligindan dolayi, 6rnek aritmetik
ortalamamiza tekabiil eden t-puanina ait P-degerini dogrudan okuyamayacagimiz igin, onun yerine,
c-riskini (yani anlamlilik diizeyini) sinirlayan kritik t-puanimi buluruz. Eger 6rnek aritmetik
ortalamasina tekabiil eden t-puani, anlamlilik diizeyini sinirlayan kritik t-puanindan daha asir1 bir
puan olursa, H, hipotezini reddederiz. Cinkl bu durumda Ornek istatistigimize iliskin P-degeri
secmis oldugumuz ea-riskinin altinda kalmis olur. Ornek-aritmetik ortalamasi 7.0 litre/100km
olduguna gore, buna tekabdil eden t-puanini,

olarak hesaplariz. Alternatif hipotezimiz tek kuyruklu kurulmus oldugu i¢in, Tablo C de, %5 lik a-
riskini siirlayan kritik t-puani 1.676 dir. Sonug itibariyla,

2.53>1.676

ifadesi bize 6rnek aritmetik ortalamasina tekabiil eden t-puaninin, anlamlilik diizeyini sinirlayan
kritik t-puanindan daha asir1 bir puan oldugunu gostermektedir, yani P(t > 2.53) < 0.05. Cevre
ajansi, otomobil sirketinin iddiasin1 %5 anlamlilik diizeyinde reddedecektir.

P-degeri
6'.5 : 7.0 litre/100 km
0 " 2.53 t puani
1.676

Tablo C de, %1 lik a-riskini sinirlayan kritik t-puan1 2.403 tlr. Buna gore,

2.53>2.403
ifadesi bize yine drnek aritmetik ortalamasina tekabiil eden t-puaninin, anlamlilik diizeyini sinirlayan
kritik t-puanindan daha asir1 bir puan oldugunu gostermektedir, yani P(t > 2.53) < 0.01. Cevre
ajansi, otomobil sirketinin iddiasin1 %1 anlamlilik diizeyinde de reddedecektir. Bu durumda, P <
0.01 olduguna gore, H, 1 reddetmek i¢in gUcli kanit oldugunu soyleriz.

Anlamlilik testi sonucunda vardigin neticeyi, daima, 6grenme-galismasinin kendi baglaminda ifade
et.

Misal 2 Sigara iireticileri tarafindan yayimlanan bir raporda, halihazirda pazara sunulan markalarda
sigara basina katran miktarmin 5 miligram oldugu iddia edilmistir. Bir gazeteci bu iddiay1 kontrol
etmek maksadiyla pazardaki c¢esitli markalarin bir kesiti olan 15 sigarayr bir laboratuvara
gondermistir.

a. Ornekteki sigaralarin katran miktarina ait aritmetik ortalama 5.63 miligram ve standart sapma 1.61
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miligram olarak tespit edildigine gore, hangi neticeye varilir? Anlamlilik diizeyini %10 varsayalim.
Cevap: Yaklasik normal dagilimli bir popiilasyondan bir basit rastgele 6rnek alindigin1 varsayiyoruz,

Hy: p = 5 miligram,
Hy:p > 5 miligram,

a = 0.10
ve
S 1.61 0.42
S5 =—==—==0.
Y yn V15

Alternatif hipotez tek kuyruklu, sd = 15 — 1 = 14 ve @ = 0.10 olduguna gore kritik t-puanini Tablo
C de 1.345 olarak okuruz. Buna gore, sigara basina diisen katran miktari i¢in kritik deger,

5+ 1.345(0.42) = 5.56 miligram
olarak hesaplandiktan sonra,

5.63 > 5.56
oldugu i¢in, yayimlanan raporda yer verilen iddia %10 anlamlilik diizeyinde reddedilir.

H, reddedilemez H, reddedilir

) | .10
5 5.56 katran miktar (mg)

0 1.345 t puani

b. Anlamlilik diizeyi %5 olsaydi hangi neticeye varilirdi?

Cevap: Bu halde, kritik t-puani Tablo C de 1.671 olarak okunacak ve buna gore sigara basina diisen
katran miktari i¢in kritik deger,

5+ 1.671(0.42) = 5.74 miligram
olarak hesaplandiktan sonra,

5.63 < 5.74
oldugu i¢in, yayimlanan raporda yer verilen iddia %5 anlamlilik diizeyinde reddedilemeyecektir.

H, reddedilemez H, reddedilir

.05

s

5 5.74 katran miktari (mg)

6 1.7'6| t puani
c. P-degeri nedir?

Cevap: Student t-dagilimina ait olasilik fonksiyonu ile integral islemleri yapmadan veya kompter
yazilimi kullanmadan P-degerini tam olarak hesaplayamayiz. Bununla beraber, 6rnek aritmetik
ortalamasina tekabiil eden t-puani,

5.63 -5

04z - L°
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oldugu igin, 1.345 ve 1.671 arasinda yer alacak ve bdylece P-degerinin de 0.05 ve 0.10 arasinda
oldugu neticesine varilacaktir.

Bir sifir hipotezini hi¢ bir zaman “kabul etmeyiz”; onu reddetmek i¢in ya kanitimiz olur ya da
olmaz.

Misal 3 Ticaret odasi tarafindan, sehirdeki evler igin aritmetik ortalama satis fiyati, 90000 TL olarak
aciklanmustir. Bir emlakgi ise, aracilik ettigi son satislar1 sdyle kaydetmistir: 75000, 102000, 82000,
87000, 77000, 93000, 98000, 68000. Bu 6rnegin aritmetik-ortalamsi 85250 TL ve standart sapmasi
11877 TL olduguna gore, ticaret odasinin iddiasin1 reddetmek i¢in yeterli kanit varmi?

Cevap: Basit rastgele bir 6rnege sahip oldugumuzu varsayiyoruz. Normalligi kontrol etmek i¢in bir
histogram cizebiliriz.

60000 70000 80000 90000 100000 110000

Cizdigimiz histogram kabaca tek-tepeli ve yine kabaca simetrik bir frekans dagilimini
gostermektedir. Sifir hipotezimiz ve alternatif hipotezimiz:

Hy: 1 = 90000 TL,
Hy:p # 90000 TL.
Ornek aritmetik ortalamasinin standart hatast:

s 11877
Sy:\/—H:W:‘l-lgg.
Ornek aritmetik ortalamasina tekabiil eden t-puan::
85250 — 90000
= —1.13.

4199

Tablo C de, sd =8—1 =7 satirinda 1.13 lik t-puant 1.119 ve 1.415 lik t-puanlari arasina
diismektedir ve bu t-puanlari sirasiyla 0.15 ve 0.10 luk P-degerlerine karsilik gelmektedir. Alternatif
hipotezimiz ¢ift kuyruklu oldugu i¢in, bu P-degerlerinin iki katini almaliyiz: sirasiyla 0.30 ve 0.20.
Yani anlamlilik testimize ait P-degeri 0.20 ile 0.30 arasindadir. Bu biiyiikliikte bir P-degeri ile, ticaret
odasinin iddiasini reddetmek i¢in yeterli kanit yoktur.

iki Aritmetik ortalama Arasindaki Fark icin Anlamhhk Testi

Bu kisimda, bir nitel degisken ve bir nicel degisken arasindaki iliskiyle (yani, eger varsa) alakadar
olacagiz. Dikkatini ¢gekmek istiyorum ki s6z konusu iligkiyi yalnizca alacagimiz ornekte degil, tiim
populasyonda ariyoruz. Bir onceki kisimda, tek bir nicel degiskenin aritmetik ortalamasi igin
anlamlilik testini 6grendik. 1ki degisken arasindaki iliskiyle ilgilendigimiz zaman, orjinal
popiilasyonda bir iliskinin mevcudiyetine dair istatistiksel kanit olup olmadigina karar vermek igin
yine en iyi arag bir anlamlilik testidir.

Her ne zaman iki degisken arasinda bir iliskinin kesfine ¢ikilsa, sifir hipotezi o iki degisken arasinda
iliski olmadigin1 ifade ederken, alternatif hipotez iliski oldugunu ifade eder. Ister nicel isterse nitel
degiskenler s6zkonusu olsun, degiskenlerin tipine bakilmaksizin, bu hipotezler boylece kurulur.
Ancak, sifir hipotezinin ve alternatif hipotezin, degiskenler arasinda iligski olup olmadigi cinsinden
formiilasyonlarinin yanisira, uygulamada bu hipotezler daha ziyade minasebetli parametreler
cinsinden formiile edilirler. Iste, degiskenlerin tiplerine bagli olarak, burada biiyiik bir farklilik ortaya
cikar.

Bir nitel ve bir nicel degisken arasindaki iligskiyi 6grenmeye-calisirken, miinasebetli parametreler
bagimsiz oOrnekler i¢in popiilasyon aritmetik ortalamalar1 (u,, u,) ve esli veri igin farklarin
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populasyon aritmetik ortalamasi (14) olacaktir.

Misal 4 Arastirmacilar 1 yasindaki ve 3 yasindaki ¢ocuklarin giinliik TV seyretme siirelerine ait veri
topladilar.

Degiskenler cinsinden bir sifir hipotezini nasil formiile edersin?
Cevap: “Yas (1 yas ve 3 yas) ve TV seyretme siiresi arasinda bir iliski yoktur.”
Parametreler cinsinden bir sifir hipotezini nasil formiile edersin?

Cevap: “I yasindaki tim ¢ocuklarin popiilasyonuna ait aritmetik ortalama TV seyretme siresi, u;, 3
yasindaki tiim ¢ocuklarin populasyonuna ait aritmetik ortalama TV seyretme suresi, u,, ile aynidir.”

Demek ki, bir nitel de8isken ve bir nicel degisken arasinda iliski olup olmadigi sorusunu, nitel
degiskenin kategorilerilerine gore tanimlanan popiilasyonlar bakimindan nicel degiskenin aritmetik
ortalamalarinin ayni olup olmadigi seklinde ifade edecegiz. Yani, baska bir deyisle, sifir hipotezimiz
nitel degiskenin kategorilerine gore olusan popiilasyonlarin 6zdesligini iddia edecek.

Bagimsiz Ornekleme

Elimizde iki bagimsiz basit rastgele 6rnek oldugunu ve bunlarin her birinin yaklasik normal dagiliml
bir popiilasyondan geldigini varsayiyoruz. Eger Ornek hacimleri yeterince genis ise normallik
varsayimi gevsetilebilir.

Bu halde, sifir hipotezi, popiilasyonlarin aritmetik ortalamalarinin ayni1 oldugunu iddia eder, yani
populasyon aritmetik ortalamalari arasindaki farkin sifir oldugunu:

Hoipty —pp =0
Alternatif hipotez tek kuyruklu veya ¢ift kuyruklu olarak kurulabilir:
Hytpg —pp <0,
Hytpg —p, >0
veya
Hytpg —p, #0

Misal 5 Bir komplter sirketi iirettigi yeni model sunucularda haftalik atil zaman aritmetik
ortalamasini diisiirmeyi hedeflemektedir. Eski modeli kullanan 40 firmanin bir basit rastgele
orneginde haftalik atil zaman aritmetik ortalamasini 125 dakika ve standart sapmasimi 37 dakika
olarak belirler. Yeni modeli kullanmaya baslayan 35 firmada ise haftalik atil zaman aritmetik-
ortlamasi 115 dakika ve standart sapmasi 43 dakika olarak 6lgiiliir. Komputer sirketi, %10 anlamlilik
diizeyinde hangi neticeye varir?

Cevap: Iki &rnek biribirinden bagimsiz ve birer basit rastgele rnek. Hacimleri yeterince genis ve bu
sebeple normallik varsayimini her ikisi i¢in de gevsetebiliriz.

Hotpt = =0
Hytp — 4 <0
a = 0.10

sd=(m—-D+m,—1)=@0-1)+35-1) =73

=% 35 " 40

Ornek aritmetik ortalamalart arasindaki fark,
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115 -125=-10
ve bu farka tekabul eden t-puant,

-10-0

9.93

Tablo C yi kullanmak suretiyle, bu t-puaninin 0.10 ve 0.15 arasinda bir olasilig1 verdigini buluruz.
Buna gore, gozlenen fark %10 anlamlilik diizeyinde anlamli degildir. Kompliter sirketi, yeni model
sunucularda haftalik atil zaman aritmetik ortalamasinin diistigiinii gosteren yeterli kanita sahip
degildir. Boyle olmakla beraber, gozlenen fark, mesela %15 diizeyinde anlamli bulunabilir. Bu halde

yeni model sunucunun eski modele gére daha diisiik haftalik atil zaman aritmetik ortalamasina sahip
oldugunu gosteren kanitin zayif oldugunu soyleriz.

= —1.07.

Misal 6 Bir yumurta iireticisi kullandig iki ayr1 koli tipi arasinda yumurtalarin saglam nakledilmesi
bakimindan anlaml bir fark olup olmadigini belirlemek istiyor. Birinci koli tipi ile nakledilen 200
kolilik bir basit rastgele 6rnekte, koli basina kirik yumurtalarin aritmetik ortalamasi 0.7 ve standart
sapmasi 0.31 olarak hesaplaniyor. Ikinci koli tipi ile nakledilen 300 kolilik baska bir basit rastgele
ornekte ise, koli basina kirik yumurtalarin aritmetik ortalamasi 0.775 ve standart sapmasi 0.42 olarak
hesaplaniyor. Aritmetik ortalamalar arasindaki fark, %5 anlamlilik diizeyinde anlamli midir?

Cevap: Elimizde biribirinden bagimsiz basit rastgele drnekler var ve 6rnek hacimleri normallik
varsayimini gevsetmemize yetecek kadar genis. Boylece,

Hotpty —pp =0
Hyipy —pp #0
a = 0.05

sd = (200 — 1) + (300 — 1) = 498

_ fos o2
vi-%: = |00 T 300

Koli tiplerinden birinin yumurtalar1 digerinden daha 1yi muahafaza ettigine dair bir inang
belirtilmedigi i¢in, alternatif hipotezimizi ¢ift kuyruklu kurduk. Dolayistyla bu ¢ift kuyruklu bir
testtir. Aritmetik ortalamalar arasinda gozlenen fark,

0.7 —-0.775 = —0.075
ve bu farka tekabl eden t-puani:

—-0.075-10

700327

Tablo C yi kullanmak suretiyle, bu t-puaninin 0.01 ve 0.02 arasinda bir olasilig1 verdigini buluruz.
Test ¢ift kuyruklu oldugu igin, P-degeri 0.02 ve 0.04 arasindadir. Boylece, koli basina kirik
yumurtalarn aritmetik ortalamalart arasinda gozlenen fark %5 diizeyinde istatistiksel olarak
anlamlidir fakat %1 diizeyinde anlamli degildir. Eger 0.01 < P < 0.05 ise, genellikle H, 1 reddetmek
icin glicli kanit oldugunu (veya ayni manada, aritmetik ortalamalar arasindaki farkin anlamli
oldugunu) soyleriz.

—2.29.

Misal 7 Biiyiik bir bankanin sendika temsilcisi kadin ¢aliganlarin terfi almak igin erkek ¢aliganlara
gore daha fazla siire beklemek zorunda kaldiklarini iddia etmektedir. Banka yonetimi ise, terfi igin
bekleme siireleri arasinda c¢alisanlarin cinsiyeti bakimindan bir fark olmadigini iddia etmektedir. Eger
bu bankanin ¢alisan1 bes erkegin terfi i¢in bekleme siireleri 8, 7, 10, 5 ve 7 y1l ve dort kadinin bekleme
stireleri 9, 5, 12 ve 8 yil ise, hangi neticeye varilir?

Cevap: Iki basit rastgele drnege sahip oldugumuzu varsayryoruz. Ornekler biribirinden bagimsiz ve
yaklagik normal dagilimli popiilasyonlardan ¢ekildiklerini varsayiyoruz. (Ornek hacimleri ¢ok dar
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oldugu igin histogramlarina bakarak dagilimlari hakkinda bir sonuca varamayiz elbette, fakat
geldikleri popiilasyonun dagilimi hakkinda halihazirda sahip oldugumuz enformasyonu kullanarak
dagilimin normale yaklastigina karar veriyoruz.)

Ho:pty —p =0
Hytpg —p, <0
yi=74yl s, =182y1l; y, =85y, s, =289yl
Y, —y,=74—85=-11
Iki 6rnek aritmetik ortalamasi arasindaki farkin standart hatasini sdyle hesaplariz:

1.822 2.892
S)—,l_yz = 5 + 4 = 1.66.
Gozlenen farka tekabil eden t-puani,
-11-0_
1.66 7

Tablo C de, sd =5+ 4 — 2 = 7 ile goruyoruz ki 0.66 < 0.711. Bu 0.711 lik t-puan1 0.25 lik bir
kuyruk olasiligin1 vermektedir. Buna gore, P-degeri 0.25 ten daha biiyiiktiir ve banka yonetiminin
iddiasim ¢iirtitecek kanit olmadigi neticesine variriz.

Esli Veri

Yukarida betimlenen analiz ve prosediir biribiriyle karsilastirilacak iki 6rnegin biribirinden bagimsiz
olmasimi gerektirir. Ancak, bazi deneylerde ve testlerde dogal olarak ¢iftler halinde veri Greten
popllasyonlar1 karsilastirmak gerekir. Boylesi haller igin miinasip olan prosediir, esli verinin
farklarindan meydana gelen degiskeni tek 6rnek testine tabii tutmaktir. Bu teste esli t-testi ad1 verilir
ve farklar kiimesi tzerinde tek 6rnek anlamlilik testi icra edilir.

Misal 8 Piyasaya yeni siiriilen bir ilacin, kullananlarin reaksiyon siiresini uzattigina dair iddiay1 test
etmek icin 30 kisilik bir basit rastgele drnek almir. Ornekteki kisiler ilaci almadan dnce ve aldiktan
sonra teste tabii tutularak reaksiyon siireleri (saniye) olgiiliir. Su veri elde edilir:

Kisi | Once | Sonra | Fark (d) | | Kisi | Once | Sonra | Fark (d)
142 | 1.48 -0.06 16| 1.83| 1.75 0.08
187 | 1.75 0.12 17| 140| 1.51 -0.11
134 1.31 0.03 18| 1.75| 1.67 0.08
098 | 1.22 -0.24 19| 156 | 1.72 -0.16
151] 158 -0.07 20| 156 | 1.63 -0.07
143 | 157 -0.14 21| 2.03| 181 0.22
152 | 1.48 0.04 22| 1.38| 1.48 -0.10
1.61| 155 0.06 23| 142 | 1.35 0.07
9] 1.37| 154 -0.17 24| 1.69| 1.75 -0.06
10| 1.49| 1.37 0.12 25| 150| 1.39 0.11
11| 0.95| 1.07 -0.12 26| 1.12| 1.24 -0.12
12| 1.32| 1.35 -0.03 27| 1.38| 1.40 -0.02
13| 1.68| 1.77 -0.09 28| 1.71| 1.65 0.06
14| 144 | 144 0.00 29| 091] 111 -0.20
15| 1.17| 1.27 -0.10 30| 1.59| 1.85 -0.26

OINO OB WIN|F-

Veri ¢iftleri biribiriyle agikea iligkili oldugu i¢in, bagimsiz 6rnekler igin icra ettigimiz iki 6rnek testini
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burada icra edemeyiz. Veri tablosunda her gozlem iinitesinin 6nceki ve sonraki 6l¢timleri arasindaki
farklar hesaplanarak yazilmistir. Bu veri kiimesi i¢in, miinasip olan prosediir, farklar Uzerinde
yapilacak tek 6rnek anlamlilik testidir.

HO: Ha = 0

Hll Ha < 0
Veri eslidir, ¢iinkii olglimler ayni bireyler iizerinde ilag verilmeden 6nce ve ilag¢ verildikten sonra
alinmistir. Herhangi bir bireyin reaksiyon siiresi diger bireylerin reaksiyon siirelerinden bagimsizdir
ve bdylece farklar bagimsizdir. Kisilerin bir basit rastgele 6rnegi teste tabii tutulmustur. Farklarin

asagida ¢izilmis histogramina bakinca, yaklasik normal oldugu kanaatine variyoruz. Tek tepeli ve
hemen hemen simetrik.

ST

61 e
L

41

jinliRne=

-0.300 -0.075 0.150
Farklar

Farklara ait sayisal betimleyiciler sdyle hesaplanmaistir:
n =30,y = —0.037667 ve s = 0.11755.

Orneklenen farklarin aritmetik ortalamasmin  drnekleme dagilimma ait standart hata,

s 0.11755 0.021462
s =—==——=0. :
¥ Vm V30

Orneklenen farklarin aritmetik ortalamasina tekabiil eden t-puant,

y—0_-0037667 ..
sy 0.021462 ~ T

Serbestlik derecesi,
sd=n—-1=30—-1=29
olduguna gore, Tablo C de P-degerini su olasilik araliginda buluruz,
0.05 > P(t < —1.755) > 0.025.

P-degeri, i¢inde bulundugu aralik itibariyla, ilag alindiktan sonra reaksiyon siirelerinde gozlenen
artisin (%35 anlamlilik diizeyinde) anlamli oldugu neticesine varmamizi saglayacak kadar kiigtiktiir.

\ Veri giftler halinde geldiyse, iki drnek t-testini kullanabilmezsin.

Oranti i¢in Anlamhilik Testi

Bu kisimda, bagar1 ve bagarisizlik gibi yalnizca iki olanakli ¢ikimi bulunan degiskenler i¢in yapilacak
belirli sayidaki gozlemler igerisinde arzu edilen ¢ikimin orantis1 hakkinda kurulan hipotezleri test
edecegiz. Anlamlilik testine girismeden Once, elimizdeki 6rnek verinin bir basit rastgele 6rnek
oldugunu, hem nm nin hem de n(1 — ) nin 10 dan biiyiik oldugunu ve 6rnek hacminin popiilasyonun
%10 unu ge¢cmedigini varsay1yoruz.

Misal 9 Cok biiyiik bir otomobil fabrikasinda, is¢i sendikasi temsilcisi kendi sendikalarina mensup
is¢ilerin %75 inin, eger talepleri karsilanmaz ise, greve gitme fikrini destekledigini iddia etmektedir.
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Fabrika yetkilisi gercek orantinin daha diisiik olduguna inanmaktadir ve %10 anlamlilik diizeyinde
bir anlamlilik testi yurutlr. Eger sendika mensubu is¢ilerin 125 inden olusan bir basit rastgele 6rnekte
87 is¢i greve gitme fikrini destekledigini ifade ederse, netice ne olur?

Cevap: Bakiyoruz, nt = 125 X 0.75 = 93.75 ve n(1 — ) = 125 x 0.25 = 31.25, her ikisi de 10
dan biiyiik. Bir basit rastgele 6rnegimiz var ve 125 kisilik 6rnek hacminin toplam sendikali mensubu
is¢ilerin %10 unu gegmedigini varsayiyoruz.

HO: mT = 0-75

Hy:m < 0.75

Iddia edilen orantiyr &rnek orantisinmin ait oldugu 6rnekleme dagilimmin standart sapmasini

hesaplamak i¢in kullaniyoruz:
_10.75x0.25 0.03873
op = 175 =0. .

_ 8 = 0.696
125 0 T

Ornek orantist ve iddia edilen popiilasyon orantisi arasindaki uyusmazligin giictiinii dl¢mek i¢in,
P-degerini hesaplariz. Ornek orantisi i¢in hesapladigimiz 0.696 degeri ve ondan daha asir1 degerlerin
olasiligin1 bulmak i¢in, 0.696 ya tekabiil eden z-puanini hesaplariz:

0.696 — 0.75
0.03873

Tablo B de, -1.39 luk z-puaninin soluna diisen olasilig1 0.0823 olarak okuruz ve bu olasilik bizim
P-degerimizdir. 0.0823 < 0.10 olduguna gore, Hy 1 %10 anlamlilik diizeyinde reddetmek i¢in yeterli
kanit vardir. Fabrika yetkilisi sendika temsilcisine bu diizeyde meydan okuyabilir. Ancak, dikkatini
suna ¢ekmek isterim ki Hy 1 %5 anlamlilik diizeyinde reddetmek igin yeterli kanit yoktur, hatta %8
de bile. Cunkd 0.0823 > 0.05 ve 0.0823 > 0.08.

Gozlenen 6rnek orantisi,

= —1.39.

.0823
696 .7'5 Orantilar

3
T

T

-1.39 0 Z puani

Misal 10 Bir kanser bilimsel arastirma grubu 40 yas tstii 500 kadin1 yoklayarak, bu yas grubundaki
kadinlarin %28 inin diizenli meme filmi ¢ektirdigi hipotezini test etmek istiyor. Eger kadmnlarin 151
1 olumlu yanit verdiyse, hipotez %5 anlamlilik diizeyinde reddedilir mi?

Cevap: Bakiyoruz, nr = 500(0.28) = 140 ve n(1 — ) = 500(0.72) = 360, her ikisi de 10 dan
biiyiik. Bir basit rastgele 6rnegimiz oldugunu varsayiyoruz ve asikar ki 500 ik 6rnek hacmi tim 40
yas iistii kadinlarin %10 unu gegmez. iddia edilen %28 lik orantinin diisiikliigiine veya yiiksekligine
dair herhangi bir siiphe seslendirilmedigi igin, orant1 i¢in Gift kuyruklu bir z-testi yiiriitecegiz:

Hy:m = 0.28

Hy:m # 0.28

Iddia edilen orantryr drnek orantisininin ait oldugu ornekleme dagiliminmn standart sapmasini
hesaplamak i¢in kullaniyoruz:
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Anlamlilik Testleri: Aritmetik ortalama ve Oranti

_ fo2sry _
= |7 500 T

=D 0302
P=500 0"

Ornek orantis1 ve iddia edilen popiilasyon orantist arasindaki uyusmazhigin gictinii 6lgmek i¢in,
P-degerini hesaplariz. Ornek orantisi i¢in hesapladigimiz 0.302 degeri ve ondan daha asir1 degerlerin
olasiligini bulmak igin, 0.302 ya tekabul eden z-puanini hesaplariz:

0.302 - 0.28
o0z01
Tablo B de, 1.09 luk z-puaninin sagina diisen olasiligi 1 — 0.8621 = 0.1379 olarak okuruz ve test
cift kuyruklu oldugu igin bizim P-degerimiz bu olasihigin iki katidir. Yani, 2(0.1379) = 0.2758
bizim P-degerimiz olur. 0.2758 > 0.05 olduguna gore, H, 1 %5 anlamlilik diizeyinde reddetmek igin

yeterli kanit yoktur. Yani, kanser bilimsel-aragtirma grubu %28 lik iddianin yanlighigini ifade edemez.
Dikkat edersen, eger a-riski mesela 0.25 kadar blyuk olsa dahi H, reddedilemeyecektir.

Gozlenen 6rnek orantisi,

.2'8 .3'0'2 Orantilar

-1.09 0 1.09 zpuanlan

ki Orant1 Arasindaki Fark icin Anlamhlik Testi

Bu kisimda, iki nitel degisken arasindaki iliskiyle (yani, eger varsa) alakadar olacagiz. Yine dikkatini
cekmek istiyorum ki s6z konusu iligkiyi yalmizca alacagimiz ornekte degil, tim popiilasyonda
artyoruz. Daha once (5. Boliim’de) iki nitel degisken arasindaki iligkiyi bir ¢capraz tablo vasitasiyla
nasil betimleyebilecegimizi 6grenmistik. Simdi, amacimiz, 6rneklenen bireyler i¢in iki nitel degisken
arasindaki iliski hakkinda bir ifadede bulunmanin Otesine gegerek, Ornekten elde ettigimiz
enformasyonu kullanmak suretiyle, 6rneklenen populasyon i¢in o degiskenler arasindaki iliski
hakkinda bir neticeye varmak.

Bir 6nceki kisimda, tek bir nitel degiskenin orantisi i¢in anlamlilik testini 6grendik. Iki nitel degisken
arasindaki iliskiyle ilgilendigimiz zaman, 6rneklenen popiilasyonda bir iligkinin mevcudiyetine dair
istatistiksel kanit olup olmadigini belirlemek i¢in yine anlamlilik testi yapacagiz.

Iki nitel degisken arasinda herhangi bir iliski olmadigim ifade etmek iizere, sifir hipotezini, nitel
degiskenlerden birinin kategorilerine gore tanimlanan popiilasyonlar bakimindan diger nitel
degiskenin orantilar1 (1;, ,) lizerine kuracagiz. iki nitel degiskenin her biri i¢in yalmzca iki olanakli
kategori olmasi halinde (yani, veri 2 X 2 lik bir capraz tabloda 6zetlendigi zaman), orantilarin
esitliginin testi icin z-dagilimini kullanacagiz. Aralarindaki iligkiyi test edecegimiz nitel
degiskenlerden herhangi birinin ikiden ¢ok sayida olanakli kategoriye sahip olmasi halinde, z-testi
artik kifayet etmeyecegi igin, daha genel Ki-kare testini kullanacagiz (15. B6liim).

Iki orantinin farki icin giiven aralig1 kestiriminde oldugu gibi, n;p;, n; (1 — py), nyp, Ve ny (1 — py)
degerlerinden her biri en az 10 olmalidir; 6rneklerin hem basit rastgele 6rnekler olmalari hem de
biribirinden  bagimsizca  ¢ekilmis olmalart Onemlidir. Nihayetinde, Orneklerin ¢ekildigi
popiilasyonlarin da 6rnek hacimlerine kiyasla genis olmalar1 gerekir.
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Anlamlilik Testleri: Aritmetik ortalama ve Oranti

Bir popuilasyondan cekilen bir 6rnegin orantisinin, ikinci bir popiilasyondan gekilen bir 6rnegin
orantisindan daha biiyiik olmasi, popiilasyonlarin kendi orantilar1 hakkinda otomotik olarak benzer
bir neticeye variimasmi hakli ¢ikarmaz. ki husus iizerinde durmamiz gerekiyor. Birincisi, ayni
popiilasyondan cekilecek ayni hacimdeki Orneklerin orantilari degiskendir. Ikincisi, gercekte
karsilastirdigimiz seyler, noktasal degerler degil, gliven araliklaridir.

Pek ¢ok problem igin, sifir hipotezi popiilasyon orantilarinin esit oldugunu ifade eder, ya da ayni
manada, iki orantinin farkinin sifir oldugunu ifade eder:

HO: m — T, = 0
Buna karsilik, alternatif hipotez, ti¢ farkli sekilde kurulabilmektedir,
H1:7T1—T[2 <0, Hl:T[l_T[2>O Veya H1:7T1—TL'2 *0

ki burada ilk iki alternatif bizi tek kuyruklu testlere gotirirken ucunci alternatif cift kuyruklu bir
teste gotardr.

Sifir hipotezimiz m; = m, oldugu icin, miisterek bir 7 degeri farz edip, o, _,, nin degerini
hesaplarken onu kullanacagiz,

Oy, = \/n(l — 1) N (1 —m) _ \jn(l —m) (i + i)

ny n, ny, n,

Uygulamada, o, _p, nin degerini dogrudan hesaplayamayiz, ¢linkil 7 bilinmiyor. Sunu yapariz, eger

. . . - R + . . .
p1 = % ve p, = % ise, 7 nin bir kestirimi olarak p = % yi kullanmak suretiyle, bir yaklasim
1 2 1 2

olarak, s, _,, yihesaplarz.

Misal 11 Kirsal bir bolgede yerel bir TV kanalinin igbirligi ile yiiriitiilen ve dogum kontrol
yontemlerinin ailelere benimsetilmesini amaclayan bir egitim ¢aligmasindan 6nce yapilan yoklamada
rastgele secilen 1000 aileden 520 si bir dogum kontrolii yontemini kullandigini ifade etmisken, egitim
calismasindan sonra yapilan yoklamada yine rastgele secilen 800 aileden 460 1 bir dogum kontrolii
yontemini kullandigini ifade etmistir. Yiizde 10 anlamlilik diizeyinde, yeterli kanit var m1 ki ailelerin
dogum kontrolii yontemlerini benimsemelerinin arttigin1 gostersin.

Cevap: Goriuyoruz ki nyp; = 520, n;(1 — p,) = 480, n,p, = 460, n,(1 — p,) = 340 ve her biri
10 dan buyuk; orneklerin birer basit rastgele 6rnek ve bagimsiz olduklarini varsayiyoruz; agik ki
ailelerin popiilasyonu genis bir populasyon.

HO:T[1—T[2 =0

H1:T[1_T[2 <0

a =0.10
520 460 520+460
P = M = 052, P2 = % = 0.575 ve p = D 0.544

1 1
Spy—p, = \/0.544(0.456) (m + %> = 0.236

Gozlenen fark 0.575 — 0.52 = 0.055 ve bu farka tekabul eden z-puant,
0.055-0
0.0236

ve P-degeri 1 — 0.9901 = 0.0099. Boylece, 0.0099 < 0.10 oldugu i¢in, %10 anlamlilik diizeyinde
su neticeye vartyoruz ki egitim ¢alismasi sonucunda ailelerin bilingliligi artmistir. Sunu da belirtelim
ki 0.0099 < 0.01 oldugundan dolayi, gozlenen fark hatta %1 diizeyinde bile istatistiksel olarak
anlamlidir.

= 2.33
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.0099

3

0 055 Farklar

0 2.53 Z puani

Misal 12 Bir otomobil fabrikasinda iki ayri montaj preosediirii denenmektedir. A prosediiriiniin
kullanildig: iiretim bandindan ¢ikan 350 arabalik bir 6rnegin 28 i kusurluyken, B prosediiriiniin
uygulandig banttan ¢ikan 500 arabalik 6rnegin 32 si kusurlu. Yiizde 10 anlamlilik diizeyinde, fark
anlamli m1?

Cevap: Gorlyoruz ki nyp; = 28, n;(1 — p;) = 322, nyp, = 32, n,(1 — p,) = 468 ve her biri 10
dan buyuk; orneklerin birer basit rastgele o6rnek ve bagimsiz olduklarmi varsayiyoruz; ve
varsaytyoruz ki bu fabrikada {iretilen tiim otomobillerin popiilasyonu genis bir popiilasyondur.
Montaj prosediirlerinden herhangi birinin daha iyi ya da daha koti olduguna dair bir inang
belirtilmedigi igin, bu ¢ift kuyruklu bir testtir.

H0:7l'1—7'[2 =0
H1:7T1—TL'2 :ptO

a=0.10

28 32 28+32
1=, = 0.08, p, = T00 = 0.064 ve p = 3507500

= 0.0706

11
Spy—py = \/0.0706(0.9294) (ﬁ - %> =0.0179

Gozlenen fark 0.08 — 0.064 = 0.016 ve bu farka tekabul eden z-puant,

0.0179

ve bu z-puanina ait kuyruk olasiligi 1 — 0.8133 = 0.1867. Test ¢ift kuyruklu oldugu i¢in, bu degerin
iki katin1 almak suretiyle, P-degerimiz 2(0.1867) = 0.3734 olur. Bdylece, 0.3734 > 0.10
oldugundan dolay1, %10 anlamlilik diizeyinde su neticeye variyoruz ki gozlenen fark, istatistiksel
olarak anlamli bir fark degildir. Sunu da belirtelim ki gozlenen farkin anlamli olabildigi en kii¢iik
anlamlilik diizeyi, %37.34 ten daha yukaridadir. P-degeri bu denli ylksek oldugu zaman, giivenle
sOyleyebiliyoruz ki H, a kars1 hi¢ bir kanit yoktur. Yani, iki ayr1 montaj prosediiriiyle iiretilen kusurlu
arabalarin orantilari arasinda gozlenen fark anlamli degildir.

016 Farklar

o+ o+

0.89 2 puani
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Testin Glcu

Populasyon parametresinin her olanakli dogru degeri icin f nin farkli bir degeri mevcuttur. Her
icin, 1 — B, mevcut dogru degere karsi testin giicii olarak adlandirilir. Bir anlamlilik testinin gicd I1.
tip hatanin islenmeme olasiligidir. Yani, dogru bir alternatif hipotez kuruldugu zaman, testin giicii
yanlis sifir hipotezini reddetme olasiligidir. Hem 6rnek hacminin artirtlmasi hem anlamlilik diizeyinin
artirilmasi, kendi basina, testin giiciinii artirir.

Simdilik, bir testin giiciinii veya IL tip hata olasiligin1 hesaplamaya girismiyoruz. Zaten, referans
alacagimiz bir spesifik alternatif hipotez elimizde olmadigi siirece bunu yapamayiz. Fakat, bu
kavramlari ve bu kavramlar arasindaki interaksiyonlar1 anlamak gerekir.

Misal 13 Yasadigin sehrin belediye baskan adaylarindan biri, arkasindaki se¢gmen desteginin %70
oldugunu iddia ediyor, fakat sen de bu destegin daha diisiik olduguna inaniyorsun. Bir basit rastgele
ornek alarak, eger ornekte bu adaya gosterilen destek %65 veya daha az ¢ikarsa, %70 lik iddiay1
reddetmeyi planliyorsun. Peki, eger segmenlerin gercekte yalnizca %63 U bu aday1 destekliyor ise?

H, reddedilemez

65 70

H, reddedilir

yii

Testin glcu

63

Grafiklerden iistte olani, m = 0.70 iddias1 ile sifir hipotezi modelini ve eger p < 0.65 ise Hj 1
reddetme planin1 gosteriyor. Alttaki grafik, m = 0.63 ile gercek modeli gosteriyor. Sifir hipotezinin
dogru olmadigini sdylemekte ne zaman basarisiz oluruz? Bagka bir deyisle, H, 1 ne zaman
reddedemeyiz?

Cevap: Tam olarak, drnek orantist 0.65 ten daha biiyiik oldugu zaman. Bu, f olasigina sahip Il. Tip
hatadir.

Sifir hipotezinin dogru olmadig1 neticesine tam olarak ne zaman variriz?

Cevap: Ornek orantis1 0.65 ten daha kiigiik oldugu zaman. Bu, testin giiciidiir ve 1 — f olasiligina
sahiptir.

Testin gliciine dair, su hususlar 6nem arzeder:

e Testin giicii, II. Tip hatadan kaginma olasiligin verir.

e Testin giicli, popiilasyon parametrelerinin farkli olanakli dogru degerleri i¢in farkli degerlere
sahiptir.

e Daha kiicuk bir a se¢mek (yani, H, 1 reddedebilmeyi daha zorlastirmak), daha yiiksek II. Tip
hata riski ve testin giicliniin azalmasiyla sonuglanir. Yukaridaki grafige bakarsan, «
kigulurken (yani, kritik deger noktasinin sola dogru kaymasi durumunda), testin gliciinlin
azaldigini ve f nin biiyiidiigiinii gorebilirsin.

e Sifir hipotezinin popiilasyon parametresi igin ileri siirdiigii deger ve popuilasyon parametesinin
hakiki degeri arasindaki fark arttikca, II. Tip hata riski azalir ve testin glic artar. Yukaridaki
grafiklerin altta olanini sola dogru kaydirdike¢a, testin giicliniin arttigini ve f nin kii¢tildiiglinti
gorebilirsin. (Sifir hipotezinin popllasyon parametresi igin ileri stirdiigii deger ve popilasyon
parametresinin hakiki degeri arasindaki fark, cogu zaman etki olarak adlandirilir; ve boylece
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etki ne kadar buyik olursa, o etkiyi ortaya koymakta, anlamlilik testi o kadar gicli olur.
e Genis bir n 6rnek hacmi, standart sapmalar1 azaltacagindan dolayi, her iki grafigi de daha
daraltacak ve bunun sonucunda a ve f kiigtiliirken testin giicli artacaktir.

Anlamlilik testi problemlerini ¢ozerken;
(1) hipotezleri, tiim degiskenleri agik¢a tanimlamak suretiyle, popiilasyon parametreleri cinsinden
ifade etmelisin;
(2) icra edecegin testi ismiyle ya da formiilii ile belirtmelisin ve test varsayimlarinin yerine getirilip
getirilmedigini gostermelisin;
(3) test istatistigini ve iliskin P-degerini hesaplamalisin;
(4) P-degerini bir karara baglamalisin; ve
(5) verilen problem baglaminda vardigin neticeyi ifade etmelisin.
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Mini Proje 14

Duyu-6tesi algi i¢in bir deney dizayn edeceksin ve ylriteceksin. Sunu 6grenmek istiyoruz: Kadinlar
ve adamlar arasinda duyu-otesi algr bakimindan istatistikselce anlamli bir fark var mi1? Bir oyun
destesine ait kartlar1 kullanarak, gostermeden sectigin Kkartlarin tiirinii veya rengini adamlardan ve
kadinlardan tahmin etmelerini iste. Oyun kartlar1 yerine, kendi yarattigin hedef resimleri de
kullanabilirsin.

Deneyi nasil dizayn ettigini ve yiiriittiiglinii agikla.

Deneyin i¢in sifir hipotezini ve alternatif hipotezi ifade et.

Sonuglarini rapor et. Sonuglarin interpretasyonunu yap.

Hangi neticeye vardin?

Testin giicii hakkinda ne sdyleyebilirsin?

oo o
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BOLOM 15 | ANLAMLILIK TESTLERIi: FREKANSKLAR VE EN
KUCUK KARELER DOGRUSUNUN EGIiMi

Giris

Bu bolimde, veri analizinde kullandigimiz araglar1 gelistirmeye devam edecegiz. Ki-kare olasilik
modellerini kullanarak, nitel degiskenlerin frekans dagilimlari hakkinda ¢ikarimda bulunmayi
tartisacagiz. Bu frekanslar tek bir nitel degiskenin kategorilerine ait olabilecegi gibi, iki ayr1 nitel
degiskenin ortak frekanslar1 da olabilecek. Bu, sana, su tiirden gergek diinya problemlerini ¢ozmende
yardimet olacak: “Test sonuglari, Mendel’in genetik prensiplerini destekliyor mu?” (Uyum iyiligi
testi); “Bin dokuz yiiz on iki yilinda Atlantik’te buz dagina ¢arparak batan RMS Titanik adli gemide
seyahat eden yolcularin akibetleri seyahat ettikleri mevkiden bagimsiz m1?” (Bagimsizlik testi); ve
“Tiirklerin, Yunanlilarin ve Bulgarlarin kan gruplarina gére dagilimlari ayn1 m1?”” (Homojenlik testi).

Bir bagka deyisle, bu boliimde, dnce, bir nitel degiskenin gozlenen frekans dagiliminin anlamlilik
testini (uyum iyiligi testi), iki nitel degisken arasinda gozlenen bir iliskinin anlamlilik testini
(bagimsizlik testi) ve iki nicel degisken arasinda gozlenen bir iligkinin anlamlilik testini nasil
yapacagini 6greneceksin.

Daha sonra, iki nicel degisken arasindaki dogrusal cagrisim hakkinda ¢ikarimda bulunmayi
tartisacagiz. Bu da, sana, su tiirden gergek diinya problemlerini ¢ozmende yardimci olacak: “Sinavdan
alian basar1 puani ve 6grencinin sinava ¢alisma siiresi arasinda dogrusal bir iligki var m1?”’

Ki-kare ile Uyum Iyiligi Testi

Kategorik veride gozlenen bir dagilim bigiminin, belli bir dagilima uyup uymadig1 sorusu, her zaman
kritik bir sorudur. Pratikte mukemmel bir uyum beklemek elbette gergekgi degil. Fakat, gozlenen
frekanslar ve beklenen frekanslar arasindaki farklara bakmak ve uyum iyiligine dair bir hikim
vermek gerekir.

Daha 6nce gelistirdigimize benzer bir yaklasimda bulunuruz. $6yle ki: Uyumun iyiligini ifade eden
bir sifir hipotezimiz vardir. Yani, belli bir teorik dagilimin, ilgilendigimiz verinin dagilimini dogru
bir sekilde betimledigini iddia eden hipotez. Elimizdeki gdzlem verisi tiim olanakli ornekler
uzayindan ¢ekilmis 6rneklerden biridir. Eger sifir hipotezi ger¢ekte dogru ise, kategorilerin gozlenen
ve beklenen frekanslari arasindaki farklara sahip bu 6rnegi ¢cekme sansi nedir? Nihayetinde, bu sans
cok kiiciik ise, sifir hipotezini reddederiz ve uyumun iyi olmadigini sdyleriz.

Gozlenen frekanslar ve beklenen frekanslar arasindaki farklarin anlamliligina nasil karar verecegiz?
En iyi enformasyonun bizzat fark degerlerince temin edildigini sdylersem, belki sasirtici gelebilir.
Fakat, daha evvel, bir degiskenin varyansini 6grenmeye calisirken yaptigimiz gibi, burada da farklarin
karelerini alacagiz. Ancak, mesela, 23 olarak gozlenen bir fark eger 133 ve 110 un farki ise, 10630
ve 10607 nin farkina gore daha anlamli olacag: igin, her bir farki miitenasip¢e agirliklandirmak
gerekir. Bu agirliklandirmayi, her bir farki kendi beklenen degerine bolmek suretiyle basaririz. Bu
agirhiklandirilmis Kareli farklarm toplamu, ki-kare olarak adlandirilir ve 2 (Yunan alfabesinin kiigiik
chi harfi) ile simgelenir:

, _ O (Gozlenen — Beklenen)?

X_

Beklenen

Ornekten hesaplanan y? degeri ne kadar kiiciik ise, uyum o kadar iyidir. Sifir hipotezinin dogru
oldugu varsaymmu altinda, elde edilen kadar asir1 bir y? degerinin elde edilmesi olasilig1, uyum iyiligi
testi igin kullanacagimiz P-degeridir. Eger y? degeri yeterince biiyiik ise, yani, P-degeri yeterince
klcuk ise, sifir hipotezini reddetmek igin yeterli kanit oldugunu sdyleriz ve uyumun zayif oldugunu
iddia ederiz.

Hesaplanan bir y? degerinin, anlaml1 olabilmesi i¢in ne kadar biiyiik olmasi gerektigine karar vermek

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 1/15



Anlamlilik Testleri: Frekanslar ve En Kiigiik Kareler Dogrusunun Egimi

i¢in, yani, bir kritik deger secebilmek igin, y? degerlerinin nasil dagildigim anlamak gerekir. Bir y?
dagilimi simetrik degildir ve daima saga carpiktir. Her biri bir serbestlik derecesine (sd) iligkin,
biribirinden ayr1 y? dagilimlari mevcuttur. Serbestlik derecesinin degeri ne kadar biiyiik olursa, y?2
dagilimi da normal dagilima o kadar yaklasir.

Bu baglamda, biiyiik bir y? degerinin anlaml olup olmayacag1, hangi y? dagilimini kullandigimiza
bagl olacaktir. Cok miistereken kullamlan yiizdeler veya olasiliklar igin kritik y? degerlerinin bir
tablosu Tablo D de verilmistir. Uyum 1iyiligi problemlerinde y? dagilimim kullanabilmek igin,
beklenen degerlerin ¢ok kiiciik olmamalar1 gerekir. Genel bir kural olarak, hi¢ bir beklenen deger 5
ten kiciuk olmamalidir. Nihayetinde, konu ettigimiz tiim anlamlilik testlerinde oldugu iizere,
elimizdeki 6rnek belli bir popiilasyondan rastgele se¢ilmis olmalidir.

Misal 1 Gegen yil, prime-time’da ATV, BTV, CTV ve DTV televizyon kanallar1 tiim seyircinin
strasiyla %30 u, %25 1, %20 si ve %25 1 tarafindan izlendi. Bu yilin ilk haftas1 sonunda 500 izleyici
ile bir yoklama yapildi.

a. Eger izleyici tercihleri degismediyse, her bir kanali kag kisinin izlemesi beklenir?

Cevap: 0.30(500) = 150, 0.25(500) = 125, 0.20(500) = 100 ve 0.25(500) = 125; boylece,

Kanal
ATV BTV CTV DTV
Beklenen izleyici sayisi ‘ 150 125 100 125

b. Fiilen gozlenen izleyici sayilari soyledir:

Kanal
ATV BTV CTV DTV
Gozlenen izleyici sayisi ‘ 139 138 112 111

Bu izleyici sayilari bir degisikligi gosterir mi? Farklar anlamli mi1?
Cevap: Varsayimlar1 kontrol edelim, once. Bes yliz izleyicinin temsilci bir 6rnek oldugunu
varsayiyoruz. Beklenen degerlerin (150, 125, 100, 125) hepsi 5 ten biyuk.

H,: Televizyon izleyicileri ATV, BTV, CTV ve DTV kanallarina, sirasiyla, %30, %25,
%20 ve %25 lik ylizdelerle dagilmaktadir.

H;: Televizyon izleyicileri ATV, BTV, CTV ve DTV kanallarina, sirasiyla, %30, %25,
%20 ve %25 lik ylizdelerle dagilmamaktadir.

Ki-kare degerini hesapliyoruz:

(Gozlenen — Beklenen)?

2 _
X = Beklenen

(139 —150)? N (138 — 125)2 N (112 — 100)2 N (111 — 125)2
B 150 125 100 125
= 5.167

Buna gore, P-degerini, Tablo D de, sd = n — 1 = 3 ile, su olasilik araliginda buluruz,
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0.15 < P(y? > 5.167) < 0.20.

Bu kadar biyuk bir P-degeri (P > 0.15) ile H, 1 reddetmek igin yeterli kanit yoktur. Yani, izleyici
tercihlerinin degistigini gosteren yeterli kanit mevcut degil.

sd=3

p>0.15

5.167 72

Misal 2 Kapida satis yapan bir firmanin ydyeticisi, bes ayr1 satis temsilcisinin esit sayida iiriin satip
satmadiklarini belirlemek istiyor. Yoneticinin rastgele sectigi bir ayda satis temsilcilerinin sattiklar
tirtin sayilar1 sOyledir:

Satis temsilcisi
1w v
Gozlenen satis sayis1 | 43 29 52 34 48

Satis temsilcilerinin sattiklari liriin sayilarinin esit olmadigina dair yeterli kanit var m1? Hem %35 hem
de %10 anlamlilik diizeylerinde test et.

Cevap:

Hy: Satilan iiriin sayilari, satis temsilcileri arasinda iiniform dagilmaktadir.
H,: Satilan {iriin sayilari, satis temsilcileri arasinda tiniform dagilmamaktadir.

Satilan tiriinlerin toplam sayisi, 43 + 29 + 52 + 34 + 48 = 206 adettir. Eger satis temsilcileri esit
sayida iirlin satmis olsalardi, her bir satig temsilcisinin,

— =41.2
5

adet liriin satmasi beklenirdi (liniform dagilim).

Satis temsilcisi
I 1 v v
Beklenen satis sayisi | 412 41.2 41.2 412 41.2

Giristigimiz anlamlilik testinin varsayimlari kargilaniyor mu? Rastgelelik: Satilan 206 adet {iriiniin
temsilci bir 6rnek oldugunu varsayiyoruz. Beklenen degerlerin hepsi 5 ten biiyiiktiir. Boylece,

(43— 41.2)? . (29 — 41.2)2 . (52 — 41.2)2 . (34 — 41.2)2 . (48 — 41.2)2
T 412 41.2 41.2 41.2 41.2
= 8.903

2

Serbestlik derecesi, siniflarin sayisinin 1 eksigi olduguna gore,
sd=5-1=4
P-degeri icin Tablo D ye baktigimiz zaman, goriiyoruz ki

0.10 > P(x? > 8.903) > 0.05.

P < 0.10 olduguna gore, Hy 1 %10 anlamlilik diizeyinde reddetmek i¢in yeterli kanit vardir. Fakat,
Hy 1 %5 anlamlilik diizeyinde reddetmek i¢in yeterli kanit yoktur, ¢linki P > 0.05.

Uyum iyiligi testi tek 6rnek orantisinin z-testini genisletir. Eger ¢ikimin yalnizca iki kategorisi
varsa, tek ornek orantisinin z-testini kullaniriz. Kategorilerin sayisi ikiden fazlaysa, uyum iyiligi
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testini kullaniriz.

Ki-kare ile Bagimsizlik Testi

Yukarida ele aldigimiz uyum iyiligi problemlerinde, bir beklenen degerler kiimesi, dagilimin nasil
olmasi gerektigine dair bir varsayima dayandirildi. Ondan sonra, gozlenen bir 6rnek dagiliminin
varsayilan bir dagilima sahip daha genis bir kiimeden gelip gelmedigini test ettik.

Pek cok gercek diinya problemlerinde, cekilen bir drnekte gozlenen iki nitel degiskenin ortak
dagilimini, beklenen dagilim hakkinda herhangi bir varsayimda bulunmaksizin, karsilastirmak isteriz.
Bagimsizlik testi ad1 verilen prosediir ile, iki degisken bakimindan siniflandirilan tek bir 6rnegi ele
alacagiz ve aralarinda hakiki bir iliski olup olmadigimi 6grenmeye calisacagiz. Mesela, tutlin
icmeyenlerde, hafif tiitiin igenlerde ve agir tiitiin igenlerde nihayetinde kanser, kalp hastalig1 veya
amfizem teshis edilmesi ayni olabilirlikte midir? Tiitiin igme durumu ile bu hastaliklardan birinin
teshis edilmesi arasinda bir iliski (cagrisim) var midir? Ornekte gozlenen cagrisimi érnegin ¢ekildigi
poplilasyona genellestirmek anlamli midir?

GoOzlemlerimizi iki boyutlu siniflandiririz ve ondan sonra bu iki boyutun biribirinden bagimsiz olup
olmadigin1 bulmaya calisiriz. Mesela, ¢esitli yas gruplarii nazar-1 dikkate alabiliriz ve bu yas
gruplarindaki kisilerin ¢esitli hayattan memnuniyet diizeylerine nasil dagildigini 6grenmek
isteyebiliriz. Bu durumda, sifir hipotezimiz yasin ve hayattan memnuniyetin biribirinden bagimsiz
oldugunu iddia eder. Yani, herhangi bir kisinin ait oldugu yas grubu ve memnuniyet diizeyi arasinda
bir iliski olmadigini iddia eder.

Analiz, iki nitel degiskenin bagimsiz oldugunu iddia eden sifir hipotezinin dogrulugu varsayimi
altinda, capraz tablodaki her hiicre igin beklenen degerlerin hesaplanmasini gerektirir. Ondan sonra,
beklenen degerleri gozlenen degerlerle karsilastiririz ve meydana gelen farklarin, eger H, dogru
olsaydi makul olup olmayacagini sorariz. Farklarin anlamlilig1, uyum 1yiligi testinde yapildig: iizere,
agirhiklandirilmis kareli farklarm toplami olan y? degeri ile kritize edilecektir. Hesaplanan y? degeri
ne kadar kiigiik ise, bagimsizlig1 ifade eden sifir hipotezi o kadar makuldiir. Eger y? degeri yeterince
biiytik ise, yani, eger P-degeri yeterince kiigiik ise, sifir hipotezini reddetmek icin yeterli kanit
oldugunu sdyleyebiliriz ve iki degisken, metot veya siniflandirma arasinda bir iligki oldugunu iddia
edebiliriz.

Bu tipteki ¢apraz tablo problemlerinde, adet oldugu tizere, satir sayisini r ile ve siitun sayisini C ile
simgeledikten sonra, serbestlik derecesi soyle hesaplanir:

sd=(r—-1)(c-1).

Belirtmeden ge¢gmememiz gereken bir husus sudur ki degiskenlerin bagimsizligini ifade eden sifir
hipotezini reddetmek igin yeterli kanit olsa bile, iki degisken arasinda dogrudan bir nedensel iligki
oldugunu iddia edebilmeyiz. Bagka bir deyisle, iki degisken arasinda bir ¢agrisima, baglantiya veya
iliskiye dair bir ifadede bulanabilmekle beraber, bu degiskenlerden birinin digerinin nedeni oldugu
iddiasim1 gerekgelendirebilmeyiz. Mesela, bir yoklama verisinin analizi sonucunda, lcret dizeyi ve
is memnuniyeti arasinda bir iliski ortaya cikarilabilir, fakat bu veri toplama metoduyla yiksek Gcret
diizeyinin yiiksek is memnuniyetine neden oldugunu gosteremeyiz. Belki, bir caliganin yiiksek is
memnuniyetinden, {istleri etkilenmis ve bu calisanin {icretini artirmis olabilirler. Ya da, belki,
Ogrenim diizeyi, egitim diizeyi, veya kisilik gibi bir {iciincii degisken vardir ki hem iicret diizeyi hem
de is memnuniyeti ile dogrudan bir nedensel iliskiye sahiptir.

Misal 3 Ulke genelinde 1000 yetiskin ile yapilan bir telefon yoklamasinda deneklere 6grenim

diizeyleri ve televizyonda izlemeyi tercih ettikleri program tiirii soruldu. Yanitlar asagidaki capraz
tabloda 6zetlendi:

\ Program tercihi \
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Film Muzik Magazin
Ogrenim Ik 175 220 55
dizeyi (_?rta 150 165 35
Yiksek 75 105 20

Yetiskinlerin televizyon programi tercihlerinin grenim diizeylerinden bagimsiz oldugunu ifade eden
sifir hipotezini test et. Yiizde 10 luk anlamlilik diizeyini kullan.

Cevap:
H,: Televizyon programi tercihi ve 6grenim diizeyi bagimsizdir.

H;: Televizyon programi tercihi ve 6grenim diizeyi bagimsiz degildir.
Yukaridaki tablo bize gozlenen sonuglar1 veriyor. beklenen degerleri belirlemek i¢in, dnce satir ve

stitun toplamlarini belirlememiz gerekiyor:
Gézlenen _ Program j[ercihi .
Film Mizik Magazin Toplam
Ogrenim Ik 175 220 55 450
diizeyi Qrta 150 165 35 350
Y uksek 75 105 20 200
Toplam 400 490 110 1000

Capraz tablonun her bir hiicresi satir ve siitun degiskenlerinin her bir kombinasyona tekabil
etmektedir. Mesela sol iist hiicre i¢in beklenen degeri hesaplamak i¢in su yaklasimlarda bulunabiliriz.

Once soyle yapalim, ilk 6grenimlillerin orantisini bulalim,

450 _ 045
1000 7

simdi buna gore, eger bagimsiz ise, ilk 6grenimliler i¢erisinde film izlemeyi tercih edenlerin beklenen

sayisl,
0.45(400) = 180.

Boyle yapmak yerine, film izlemeyi tercih edenlerin orantisini bulalim,
400

simdi buna gore, eger bagimsiz ise, film izlemeyi tercih edenler igerisinde ilk 6grenimlilerin beklenen

sayist,
0.40(450) = 180.

Nihayetinde, goriiyoruz ki bu hesaplamalarin her ikisi de basitge sunu gerektiriyor:

450(400)

———— = 180.

1000

Baska bir deyisle, herhangi bir hiicrenin beklenen degeri, miitekabil satir toplaminin ve siitun
toplamimin ¢arpiminin genel toplama bolumidir. Boylece, mesela, ikinci satir ve ikinci siitunun
kesistigi hiicrenin beklenen degeri, ki orta 6grenimlilerin miizik programi tercihine tekabil eder,

350(490) 1715

1000

Bu yolla devam ederek, tabloyu hiicrelerin beklenen degerleriyle sdyle doldururuz:
Program tercihi
Beklenen Film Muzik Magazin Toplam
Ogrenim Tk 180 220.5 49.5 450
dizeyi Orta 140 1715 38.5 350
5/15
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| Yiksek 80 08 22 200
Toplam 400 490 110 1000

Simdi, ki-kare degerini hesaplayabiliriz:

B (175 —180)% (220 — 220.5)? N (55 — 49.5)2
180 220.5 49.5

_ (150 — 140)? N (165 — 171.5)? N (35 —38.5)2
140 171.5 38.5

_ (75 — 80)? N (100 — 98)2 N (20 — 22)?
80 98 22

= 3.024

2

Sunu da gorebiliyoruz ki 180, 220.5, 140 ve 171.5 luk beklenen degerlerler hesaplandiktan sonra,
geriye kalan hiicrelerin beklenen degerleri satir veya siitun toplamlar1 kullanilarak bulunabilir. Boyle
olunca, serbestlik derecesi, yani bagimsizca deger alabilen hiicre sayisi,burada 4 tiir. Ya da yine diger
yoldan hesaplayalim,

sd=r-1D(c-1)=B-1)3-1) =4
Bu serbestlik derecesi ile, P-degeri igin Tablo D ye baktigimiz zaman, goriiyoruz ki
P(x? > 3.024) > 0.25.

Bu kadar biylk bir P-degeri ile, Hy 1 %10 anlamlilik diizeyinde reddedemeyiz. Yani, topladigimiz
veri, 6grenim diizeyi ve televizyon programi tercihi arasinda herhangi bir iliski olduguna dair bir
kanit saglamiyor.

Ki-kare ile bagimsizlik testlerinin varsayimlarina gelince, drnegin rastgele segilmis olmast ve her
hiicrenin beklenen degerinin 5 ten biiyiik olmas1 gerekmektedir. Eger bir hiicrenin beklenen degeri, 5
ten kiiglik bulunursa, ilgili kategorilerin birlestirilmesi yoluna, mantikli olmak kosuluyla, gidilebilir.
Mesela, “ayni fikirde degilim” ve “hi¢ ayni fikirde degilim” diye iki kategori var ise ve bu kategorilere
ait hucrelerde 5 ten az beklenen deger hesaplanmis ise, bu iki kategori birlestirilebilir. Boyle bir
olanaktan mahrum olundugu durumlarda ise, 5 ten kiiciik beklenen degere sahip kategoriler
“digerleri” baslig1 altinda birlestirilebilirler.

Misal 4 Cocuklukta tacize ugramis ve belli bir kusurlu geni tasiyan erkeklerin siddet sugu islemeye
daha meyilli olup olmadigini belirlemek i¢in, 25 ve 35 yaslar1 arasindaki 575 erkegin bir basit rastgele
ornegi lizerinde bir 6grenme-galismasi ylriitiilmiustiir. Veri asagidaki tabloda 6zetlenmistir:

Tacize ugramamis, | Tacize ugramis, | Tacize ugramamis, | Tacize ugramis,
normal gen normal gen kusurlu gen kusurlu gen
Suglu 48 21 32 26
davranis
Normal 201 79 118 50
davranis

a. Kisilik durumunun dort kategorisi ve davranig bigimi arasinda bir iliskiyi gosteren kanit mevcut
mu? Agikla.

Cevap: Ki-kare ile bagimsizlik testi sorumuzu cevaplamamizi saglayacaktir.

Hy: Kisilik durumunun dort kategorisi ve davranis bigimi bagimsizdir.
H;: Kisilik durumunun dort kategorisi ve davranig bigimi bagimsiz degildir.

Hicreler igin beklenen degerler soyledir:

55.0 22.1 33.1 16.8
194.0 77.9 116.9 59.2

Prof.Dr. Omer Cevdet Bilgin 6/15



Anlamlilik Testleri: Frekanslar ve En Kiigiik Kareler Dogrusunun Egimi

Hiicrelerin hepsinde beklenen degerler 5 ten biiyiiktiir. Dolayisiyla varsayim karsilanir. Zaten
elimizdekinin bir basit rastgele 6rnek oldugu enformasyonuna sahibiz.

Hucrelerin gozlenen ve beklenen degerlerini kullanarak, Ki-kare degeri, y? = 7.752 olarak
hesaplanir. Bu ki-kare degerine iliskin serbestlik derecesi, sd = (2 — 1)(4 — 1) = 3 tir. Buna gore,
Tablo D de P-degerini,

0.10 > P(x2 > 7.752) > 0.05

olarak okuruz. Sifir hipotezini %10 anlamlilik diizeyinde reddetmek i¢in kanit mevcut. Yani, kisilik
durumunun dort kategorisi ve davranis bi¢imi arasinda bir iliski oldugu yargisinda bulunabilmemizi
saglayacak kanitimiz var.

b. Normal gene sahip erkekler icerisinde, siddet sugu isleyen tacize ugramis erkeklerin orantisi, siddet
sucu isleyen tacize ugramamis erkeklerin orantisindan biyik oldugunu gosteren kanit mevcut mu?
Acikla.

Cevap: iki orantmin z testi sorumuzu cevaplamamizi saglayacaktir. Once n in yeterince biiyiik olup
olmadigini kontrol etmeliyiz: nyp; = 21 > 10, n(1 —p;) =79 > 10, nyp, = 48 > 10, n,(1 —
p2) = 201 > 10. Verilmemekle beraber, drneklerin birer basit rastgele érnek ve bagimsiz olduklarini
varsayiyoruz. Acik ki popiilasyon genis.

Hy:m; — m, = 0 (ki burada m; siddet sucu isleyen normal gene sahip tacize ugramis erkeklerin
orantist ve 7, siddet sugu isleyen normal gene sahip tacize ugramamis
erkeklerin orantisidir)

Hy:m, — m, > 0 (siddet sugu igsleyen normal gene sahip tacize ugramis erkeklerin orantisi, siddet
sucu isleyen normal gene sahip tacize ugramamis erkeklerin orantisindan daha

blyuktdr)
21 48 21+48
P1 =15 = 021, pz = 735 =0.193 ve p = 7= = 0.198

11
Spy—p, = j0.198 (0.802) (W - ﬁ) = 0.0472

Gozlenen fark 0.21 — 0.193 = 0.017 ve bu farka tekabdil eden z puani,

0.0472

ve P-degeri 1 — 0.641 = 0.359. Bdylece, 0.359 > 0.01, 0.359 > 0.05, 0.359 > 0.10 ve hatta
0.359 > 0.20 oldugu i¢in, su neticeye variyoruz ki siddet sugu isleyen normal gene sahip tacize
ugramis erkeklerin orantisinin, siddet sucgu isleyen normal gene sahip tacize ugramamis erkeklerin
orantisindan daha biiylik oldugunu gdosteren kanit yoktur.

€. Cocuklugunda tacize ugramamis erkekler icerisinde, siddet sugu isleyen kusurlu gene sahip
erkeklerin orantisi, siddet sugu isleyen normal gene sahip erkeklerin orantisindan biiyiik oldugunu
gosteren kanit meveut mu? Agikla.

Cevap: Iki orantinin z testi sorumuzu cevaplamamizi saglayacaktir. Once n in yeterince bilyiik olup
olmadigim1 kontrol etmeliyizz n;p;, =32 > 10, n;(1 —p;) =118 > 10, n,p, = 48 > 10,
n,(1 —p,) = 201 > 10. Verilmemekle beraber, érneklerin birer basit rastgele érnek ve bagimsiz
olduklarini varsayiyoruz. Agik ki popiilasyon genis.

Hy:my — m, = 0 (ki burada r; siddet sugu isleyen kusurlu gene sahip tacize ugramamis erkeklerin
orantis1 ve 1, siddet sucu isleyen normal gene sahip tacize ugramamis
erkeklerin orantisidir)

H;:m; — m, > 0 (siddet sugu isleyen normal gene sahip tacize ugramis erkeklerin orantisi, siddet
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sucu isleyen normal gene sahip tacize ugramamis erkeklerin orantisindan daha

blyuktdr)
32 48 32+48
p1=—-=0213, p, = -=0.193 ve p = —— = 0.2005

11
Spy—py = j 0.2005 (0.7995) (ﬁ + E) = 0.0414

Gozlenen fark 0.213 — 0.193 = 0.02 ve bu farka tekabdl eden z puani,
0.02-0
0.0414

ve P-degeri 1 — 0.686 = 0.314. Boylesine buylk bir P-degeri ile H, reddedemiyoruz. Su neticeye
vartyoruz ki siddet sucu isleyen kusurlu gene sahip tacize ugramamis erkeklerin orantisinin, siddet
sucu isleyen normal gene sahip tacize ugramamis erkeklerin orantisindan daha biiylik oldugunu
gosteren kanit yoktur.

= 0.483

d. Yukaridaki sonuglar arasinda bir ¢eligski yok mu? Agcikla.

Cevap: Herhangi bir ¢eliski yok. Su olanakli ki mevcudiyeti kanitlanan genel bir iligki i¢in,
kategorilerin bir alt kiimesinde anlamli bir kanit bulunamayabilir (Simpson paradoksu).

‘ Bagimsizlik testinde, her bir gézlem {initesi iizerinde iki degiskenin gézlendigine dikkat et.

Ki-Kkare ile Orantilarin Homojenligi Testi

Ki-kare ile uyum iyiligi testlerinde tek bir degiskeni ele aldik ve bu degiskenin bir 6rneginin
dagilimimni bir popiilasyon modeli ile karsilagtirdik. Ki-kare ile bagimsizlik testlerinde iki degisken
bakimindan siniflandirilan tek bir 6rnegi ele aldik. Ki-kare prosediirleri ayni zamanda tek bir
degiskenin iki veya daha ¢ok popiilasyondan ¢ekilmis 6rneklerini karsilastirmakta da kullanilabilir.
Onemli olan, érneklerin basit rastgele 6rnekler olmalari, biribirlerinden bagimsizca cekilmeleri,
populasyonlarin hacimlerinin 6rnek hacimlerine kiyasla ¢ok daha genis olmalari ve ¢apraz tablonun
her hiicresi i¢in beklenen degerlerin en az 5 olmasidir.

Orantilarin homojenlik testi i¢in kullanacagimiz ¢apraz tabloda, her 6rnek i¢in bir satir ihdas edilecegi
i¢in, serbestlik derecesi de satir sayisinin 1 eksigine esit olacaktir.

Misal 5 Atatiirk Universitesi tlkenin en biyik tniversitelerinden birisidir. Bir bilimsel-arastirma
projesi olarak, istatistik dersi 6grencileri, tiniversite mensuplari arasinda tiitiin igiciligi orantilarinin
meslek gruplarina gore farklilik gosterip gostermedigini belirlemek istediler. Ogrenme-calismast
kapsaminda, 100 6gretim Uyesiden, 45 arastirma gorevlisinden, 55 memurdan ve 60 is¢iden olusan
bagimsiz basit rastgele ornekler aldilar. Bu 6rneklerde tiitiin i¢icilerinin sayilari, sirasiyla sdyle tecelli
etti: 18, 22, 11 ve 19. Universite mensuplari arasinda tiitiin igiciligi orantilarmin meslek gruplarina
gore farklilik gosterdigine dair kanit var mi1?

Cevap:

H,y: Meslek gruplarinda tiitun igicilerinin orantisi aynidir.
H,: En az iki meslek grubunda tiitiin igicilerinin orantisi farklidir.

Gozlenen sayilar soyledir:

Tutdn icen | Tutln igmeyen
Ogretim iiyeleri 18 82
Arastirma gorevlileri 11 34
Memurlar 19 36
Isciler 22 38
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Tam olarak bir 6nceki kisimda yaptigimiz gibi, ¢apraz tablonun her bir hiicresi i¢in beklenen degeri
miitekabil satir ve siitun toplamlarinin ¢arpimini genel toplama bolerek hesaplariz. Boyle yapinca, su
beklenen degerlere ulasiriz:

Tatdn icen Tutin icmeyen Toplam
Ogretim iiyeleri 26.9 73.1 100
Arastirma gorevlileri 12.1 32.9 45
Memurlar 14.8 40.2 55
Isciler 16.2 43.8 60
Toplam 190 70 260

Tiim beklenen degerlerin 5 ten biiyilk oldugunu goriiyoruz. Oyleyse, ki-kare degerini

hesaplayabiliriz,

(Gozlenen — Beklenen)? (18 — 26.9)? (38 — 43.8)2
Beklenen ~ T 269 7T 38

Serbestlik derecesi, 4 — 1 = 3 olduguna gore, P-degerini, Tblo C de,

0.05 > P(x% > 8.64) > 0.025

olarak buluruz. Bu kadar kiigiik bir P-degeri ile Hy 1 %5 ten kiglk bir a-riski ile reddedebiliriz. Yani,
tiitlin i¢enlerin orantilarinin meslek gruplarinda ayni olmadigimi gosteren kanitin mevcut oldugu
neticesine variriz.

2 _

X: = = 8.64

Bagimsizlik testi ve homojenlik testi arasindaki ayrim kafa karistirici olabilir. Oniimiize sadece bir
capraz tablo koyuldugu zaman, hangi testin icra edilecegini bilemeyiz. Ayrimi yaratan grenme-
calismasinin dizaynidir. Bir degiskenin, farkli popiilasyonlardaki dagilimlarini karsilagtirmak icin, iki
veya daha ¢ok sayidaki popiilasyonlarin her birinden 6rnekler mi ¢ektik? Eger boyle ise, bir
homojenlik testi yapiyoruz demektir. Iki degisken arasindaki ¢agrisimi gérmek igin, tek bir
popiilasyondan ¢ektigimiz bir 6rnegi, iki degiskene gore ¢apraz-siniflandirmaya mu tabii tuttuk. Eger
boyle ise, bir bagimsizlik testi yapiyoruz demektir.

Mesela, eger kiirtaja dair kanaatlerini (lehinde, aleyhinde veya kararsiz) belirlemek iizere,
Miislimanlar1, Hiristiyanlar: ve Yahudileri ayr1 ayr1 orneklersek, o zaman, kiirtaja dair kanaatlerin
dagilimmin Miislimanlarda, Hiristiyanlarda ve Yahudilerde ayni oldugunu ifade eden bir sifir
hipotezi ile bir homojenlik testi yapariz. Mamafih, eger popiilasyonun genelinden bir 6rnek gektikten
sonra, deneklerin dinsel tercihlerini ve kiirtaja dair kanaatlerini kaydedersek (bir 6rnek, iki degisken),
0 zaman, kirtaja dair kanaatin dinsel tercihten bagimsiz oldugunu ifade eden bir sifir hipotezi ile bir
bagimsizlik testi yapariz.

Homojenlik testi iki 6rnek orantist arasindaki farkin z-testini genisletir. Eger ¢ikimin yalnizca iki
kategorisi varsa, iki 0rnek orantis1 arasindaki farkin z-testini kullaniriz. Kategorilerin sayisi ikiden
fazlaysa, homojenlik testini kullaniriz.

Nihayetinde, sunu bilmende yarar var ki kategorik veri icin y? dagilimim kullaniyoruz, ama, y?
dagilimi stirekli bir dagilimdir ve y? dagilimini sayma sayilarina uygulamak ancak bir yaklasimdur.

En Kiglk Kareler Dogrusunun Egimi icin Anlamhilik Testi

Regresyon dogrusunun hakiki egimi i¢in bir giiven aralig1 bulmak disinda, egimin belli bir degeri igin
bir anlamlilik testi de icra edilebilir. Bu durumda, sik¢a kullanilan sifir hipotezi,

Hy: 5 =0;
yani, iki degisken arasinda dogrusal bir iliskinin mevcut olmadigidir.

En kiicuk kareler dogrusunun egimi i¢in ¢ikarimda bulunmanin varsayimlari sunlardir: (1) Ornek
rastgele secilmis olmalidir; (2) Sacilim grafigi yaklasik dogrusal olmalidir; (3) Kalintilarin grafigi
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Anlamlilik Testleri: Frekanslar ve En Kiigiik Kareler Dogrusunun Egimi

belirgin bir bigim gdstermemelidir; (4) Kalintilarin dagilimi yaklasik normal olmalidir. (D6rdiincti
varsayimi kontrol etmek i¢in kalintilarin bir histogrami, nokta grafigi, dal-yaprak grafigi veya normal
olasilik grafigi cizdirilebilir.)

Egim i¢in giiven araligini kestirirken yaptigimiz gibi, (n —2) serbestlik dereceli t-dagilimini
kullanacagiz. Ornek regresyon dogrusunun egimi b nin standart hatasin1 da yine ayni sekilde
hesaplayacagiz,

X — i)

n—2 Se

T S —®0? sivn-1

Kicuk bir P-degeri, bize, eger iki degisken arasinda bir dogrusal iligski olmasaydi, bdyle bir rastgele
ornegi cekmenin hayli olabilirliksiz olacagini sdyler. Mamafih, bir ¢agrisimin varligina dair kuvvetli
kanit, ¢agrisimin gucli oldugu manasina gelmez.

Misal 6 Asagidaki tabloda, bir kavak agacindan rastgele orneklenen 10 yapragin kuru ve taze
genisliklerine ait 6l¢limler mm cinsinden verilmektedir.

Kuru genislik (X): | 125 | 133 | 108 | 128 | 115 | 135 | 125 | 117 | 130 | 121
Taze genislik (Y): | 133 | 134 | 112 | 139 | 123 | 142 | 140 | 129 | 139 | 126

Su istatistikler hesaplanmistir: X = 123.7, s,, = 8.499; y = 131.7, sy, =9.381;r=0.9.

a. Kavak agaci yapraklarinin Kuru genislikleri ve taze genislikleri arasinda pozitif egimli bir dogrusal
iliskinin mevcudiyetine dair kanit var mi1?

Cevap:
9.381

b=r2=009 = 0.993
s, T 78499 "

a=y—bx =131.7-0.993(123.7) = 8.76
y =876+ 0.993x

x;: | 125133108 | 128 | 115 | 135 | 125 | 117 | 130 | 121
;o | 133 | 134 | 112 | 139 | 123 | 142 | 140 | 129 | 139 | 126
$:189189(189(89]89[89[89]189)|89]89
e:100]-69|-41/30|-01]-09]70]40]1.0)-30

Oncelikle, kullanacagimiz istatistiksel prosediiriin varsayimlarmi kontrol etmeliyiz: (1) Verinin
yapraklarin bir rastgele 6rneginden elde edildigi bize sOyleniyor. (2) Sacilim grafigi yaklasik
dogrusal.

1

142.5 1 .

135.0 T

enislik

127.5 1

Taze g
]
o
o
t

T

"25 T

t t t t
n25 1200 1275 1350
Kuru genislik
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Anlamlilik Testleri: Frekanslar ve En Kiigiik Kareler Dogrusunun Egimi

(3) Kalint1 grafigi belirgin bir bigim gostermiyor.

Kalintilar

- $ + +
112.5 120.0 127.5 135.0

Kuru geniglik
(4) Kalintilarin dagilimi yaklasik normal.
Histogram Normal olasilik grafigi
a4 .
5 -
T 0- .
! G 2
x
-4 .
i
| g : :
-80 -48 -16 1.6 48 80 1 0 j
Kalintilar Normal puaniar

Simdi, regresyon dogrusunun egimi i¢in anlamlilik testine gegebiliriz:
Hoﬁzo ve H1ﬁ>0
Kalintilarin standart sapmast,

2
Zei

=4.33
n—2

Se =

En kiclk kareler dogrusunun egimi b nin standart hatas,

_ Se _ 4.33

Cs,Vn—1 849910 -1

Regresyon dogrusunun 6rnekten hesaplanan egimine tekabil eden t-puant,
0993 -0
0.1698

Alternatif hipotez tek kuyruklu oldugu igin, 10 — 2 = 8 lik bir serbestlik derecesi ile P-degerini
Tablo C de P(t > 5.85) < 0.0005 olarak okuruz. Boylesine kigik bir P-degeri ile, kuru ve taze
yaprak genislikleri arasindaki pozitif egime sahip dogrusal iligskinin mevcudiyetine dair cok kuvvetli
kanit oldugu neticesine variriz.

b. Kestirilen en kiicuk kareler dogrusunun problem baglaminda interpretasyonunu yapabilir misin?

= 0.1698

Sp

= 5.85

Cevap: Egimi yaklasik 1 ve y-kesimi 8.76 olan regresyon dogrusu sunu belirtiyor ki taze yaprak
genisligi, kuru yaprak genisliginden aritmetik ortalama 8.76 mm daha fazladir. Yani, ister daha kiigiik
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olsun, ister daha blyuk olsun kuru yapraklarin taze genislikleri aritmetik ortalamada ayni miktarda
artmaktadir.

Misal 7 Istatistik dersi vize smavindan sonra, rastgele drneklenen 25 6grenciye sinava smif disinda
toplamda kag saat ders galistiklar1 soruluyor. Ogrencilerin ders ¢alisma siireleri ve sinav puanlarinin
sacilim grafigi sudur:

100 o

80 — o
70 - |

60 — °

50
40 —
30 .

Puan

10

Sdre

Bir istatistiksel yazilim paketi vasitasiyla icra edilen regresyon analizine ait bilgisayar ¢iktist kismen
sOyledir:

Dependent variable: Puan
Predictor | Coef | SE Coef T P
Constant -7.718 4.272|1-1.8110.084
Stire 9.2854 0.6789|13.68|0.000
S = 9.744 R-Sg = 89.1%
Analysis of Variance
source DF SS MS F P
Regression 1117761 | 17761 |187.06|0.000
Residual Error | 23 2184 95
Total 24119945
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Residuals Versus Lessons
(response is IPuan)

20 *
| |
o
10— =
_ .
g ] -
©
Ei o R S R e = ‘":“““":““‘“
vd
. I
—107 2 . 0 "
- =
_20_
0 1 2 3 - 5 6 7 8 9 10
Sire
Histogram of the Residuals
(response is Puan)
6_
5_
4
>
[&]
c
S 3
o
o
w 2 |
1—.
0_
1 1 ] | 1 ] I |
-15 -10 -5 0 5 10 15 20

Residual
a. Ders galisma siiresinin (saat) bir fonksiyonu olarak sinav puanini tahmin eden regresyon denklemi
nedir?
Cevap:
Puan = —7.718 + 9.2854(Siire)
b. Problem baglaminda, regresyon dogrusunun egimini ne ifade ediyor?

Cevap: Regresyon dogrusunun egimi 9.2854, su manaya geliyor ki her ilave 1 saatlik ders ¢alisma,
Ogrencinin sinav puanini aritmetik ortalama 9.2854 puan artirmaktadir.

c. Bu 6grenme-calismas1 baglaminda, R-Sq (yani R?) nin manasi nedir?

Cevap: R-Sq = 89.1% su manaya gelir ki sinav puanindaki degisimin %89.1 1 ders ¢aligma siiresinin
degisimi ile agiklanabilmektedir.

d. Korelasyon katsayisinin degeri nedir?
Cevap:
+r =+ R* = +v0.891 = 0.949

ki burada isaret pozitif, ¢linkii egim pozitiftir.
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e. Regresyon dogrusunun egimi ic¢in bir anlamlilik testi icra et.
Cevap: Regresyon dogrusunun egiminin anlamlilik testi igin,
Hoﬂ:O ve Hlﬁio

Varsayimlar: Verinin rastgele bir 6rnekten geldigi, bize sdyleniyor, sagilim grafigi yaklasik dogrusal
goriinliyor, kalintilarin grafiginde belirgin bir bi¢cim goriinmiiyor ve kalintilarin histogrami yaklasik
normal gorunuyor.

9.2854—0 13.68
0.6789 @ 7

ve sd = 25 — 2 = 23 olduguna gore, Tablo C de, kuyruk olasiligi P = 0.000 olarak okunur. (Yada,
P-degerini, basitce, bilgisayar ¢iktisindan okuyabiliriz.) Bdylesine kiclk bir P-degeri ile, H, 1
reddetmek i¢in ¢ok kuvvetli kanit mevcut; ve su neticeye varilir ki sinav puani ve ders galisma stresi
arasinda betimlenen iligki istatistiksel olarak anlamlidir.
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Anlamlilik Testleri: Frekanslar ve En Kiigiik Kareler Dogrusunun Egimi

Mini Proje 15

Bir madeni paray1 ve bir zar1 10 kere, 20 kere ve 30 kere beraber at ve her atista paranin ve zarin
¢ikimint kaydet. Sonuglar asagidaki ¢apraz tablolara sirastyla yerlestir. Beraber atilan parada ve
zarda gelen sayilarin bagimsizligini test et. Ornek hacminin test sonuglarina etkisini tartis.

HO: .........................................................................................................................................................
) PP PPRR TP
ZAR
10 ATIS TEK CIFT Toplam
YAZI
PARA TURA
Toplam
X2 = i
P-degeri = ........... NBLICE: .ttt bbbt bbbt
ZAR
20 ATIS TEK CIFT Toplam
YAZI
PARA TURA
Toplam
X2 = i,
P-degeri = ........... N BLICE. ittt bbb b e b e n et e b et st be b neene e
ZAR
S0ATIS TEK CIFT Toplam
YAZI
PARA TURA
Toplam
X2 = i,
P-degeri = ........... N BLICE. ittt bbb b e b e n et e b et st be b neene e
5 ] 0T PP
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BoLUOM 16 | IKIDEN COK ARITMETIK ORTALAMAYI
KARSILASTIRMAK

Giris

Bu boélimde, yine, bir nicel degisken ve bir nitel degisken arasindaki iliskiyi 6grenmeye-
calisiyoruz. Bir baska deyisle, iki veya daha ¢ok sayidaki popllasyon aritmetik ortalamasinin
karsilastirilmast durumunu tartisacagiz. Cevabini aradigimiz soru su: Ilgilendigimiz nicel
degiskenin ilgilendigimiz nitel degiskenin kategorileri bakimindan olusturdugu popiilasyonlar
biribirinden farkli mi1? Mevcut popiilasyonlarin her birinden birer bagimsiz rastgele drnek
sececegiz ve her birinin aritmetik ortalamasmi hesaplayacagiz. Ornek aritmetik ortalamalar:
arasinda gozlenen farklarin anlamli oldugunu ne zaman sdyleyebiliriz? Hakiki popiilasyon
aritmetik ortalamalarinin farkli olduguna dair yetersiz kanit oldugunu ne zaman sdylemeliyiz?

Bunu soylemek icin bir metot, t-dagilimini kullanmak suretiyle, tim 0Orneklerin aritmetik
ortalamalarini ikiserli-ikiserli biribirleriyle karsilastirmak olabilirdi. Mamafih, Hy: p; = u, =
Uz = -+~ hakkinda bir karar verebilmek icin bu ikiserli karsilastirma sonuglarini nasil biraraya
getirebilecegimizi kimse bize sGyleyemiyor.

Orneklerin ¢ekildigi popiilasyonlarin aritmetik ortalamalari arasinda en az ikisinin biribirinden
farkl1 olup olmadigin1 (yani, aritmetik ortalamalarin tiimiiniin ayn1 olmadigini) tespit etmek i¢in
kullanilan bir metot, verinin degiskenliginin 6rneklerin arasindaki ve orneklerin igindeki
davranigina bakmaktir.

Orneklerin Arasindaki ve I¢indeki Varyans
Ucg ayr1 popiilasyondan su drneklerin ¢ekildigini farzedelim:

I. {10.1, 10.8, 9.7, 9.3, 10.1}; ve aritmetik ortalamasi 10
1. {14.2, 14.9, 15.3, 15.4, 16.2} ve aritmetik ortalamasi 15
1. {20.5, 19.8, 19.9, 20.1, 18,7} ve aritmetik ortalamasi 20

21
19 %

17
. =
13

11

=

Sezgisel olarak, u¢ orjinal populasyonun aritmetik ortalamalarinin ayni olmadigi neticesine
varmak i¢in yeterli kanita sahip oldugumuzu sdyleyebiliriz.

E|

Peki, cekilen 6rnekler sunlar olsaydi:

I. {2, 25, -14, -3, 40} ve aritmetik ortalamasi 10
1. {-4, 82, 0, -15, 12} ve aritmetik ortalamasi 15
1. {42, -30, 87, 0, 1} ve aritmetik ortalamas1 20
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ikiden Cok Aritmetik ortalamayi Karsilastirmak

100

80 T
(4] “7

40 T
20 v P

1]

-
-20 J_

a0

Simdi, ¢ orjinal popilasyonun aritmetik ortalamalarinin ayn1 olmadigi neticesine varmak i¢in
yeterli kanita sahip oldugumuzu soyleyebilir miyiz? Hayir, soyleyebilmeyiz. Ciinkii, 6nceki
durumda, drnek aritmetik ortalamalarinin aralarindaki farklar, her bir 6rnegin kendi igindeki
degisim (veya varyasyon) ile karsilagtirildigi zaman, daha biylktli. Oysa, simdiki durumda,
ornek aritmetik ortalamalarinin aralarindaki farklar, her bir 6rnegin kendi icindeki degisim
(veya varyasyon) ile karsilastirildigi zaman, ¢ok daha kuguktar.

Ornek aritmetik ortalamalar1 arasinda gdzlenen farklar, her bir 6rnegin kendi icindeki farklara
kiyasla daha biiyiik oldugu zaman, daha anlamlidir. Bunu bir oran formunda s0yle ifade ederiz:

arasindaki farklar

icindeki farklar

Bu oran ne kadar biyikse, orneklerin iginden cekildikleri populasyonlarin aritmetik
ortalamalarinin farkli olduguna (yani, ayn1 olmadiklarina) dair o kadar fazla kanit vardir. Bu
oranin payma ve paydasina neleri koymaliyiz? Farklari 6l¢gmek i¢in mantikli bir se¢im
varyanslardir. Bu sebeple, bir “arasindaki varyans” ve bir “igindeki varyans” tanimlayarak,
hesaplamak ve daha sonra bu iki varyansin bir oranini teskil etmek gerekir. Bu oran F-oran:
olarak adlandirilir ve orneklerin ¢ekildigi popiilasyonlarin ayni oldugunu iddia eden sifir
hipotezinin dogru varsayilmasi halinde, bu oranin 1 e esit olmas: beklenir. Ancak, bu derste
simdiye kadar 6grendiklerimize istinaden biliyoruz ki rastgele 6rneklerden hesaplanacak bu
oran (ki bir ornek istatistigidir kendisi), tim ornekler ayni popiilasyondan (veya o6zdes
populasyonlardan) ¢ekilmis olsalar dahi, bir degiskenlige sahip olacaktir. Yani, bir 6rnekleme
dagilimina sahip olacaktir.

Varyanslarin oranmnin istatistiksel anlamliligini test etmek igin F-dagilimmi kullaniriz (F-
oraninin 6rnekleme dagilimi olarak). F-dagilimi bir populasyonun varyansina ait bagimsiz iki
kestirimin oranina ait bir olasilik dagilimidir. Hesaplayacagimiz F-oraninin pay ve payda
serbestlik dereceleri igin bu F-dagiliminda, sectigimiz a-riskinden daha kigiik bir P-degerine
sahip oldugumuz zaman, Orneklerin timiinlin ayn1 popiilasyondan ¢ekildigini iddia eden sifir
hipotezini reddetmek i¢in yeterli kanitin mevcut oldugu neticesine varabiliriz.

Misal 1 Bir emlak ofisinde ii¢ farkli tipte mukavele ile galisan 15 satis temsilcinin aylik satig
rakamlar1 sunlardir:

Sabit ucret (I): 4,7,8,5,6

Sabit komisyon (11): 7,2,4,57

Ucret + komisyon (11I):  7,9,6,6,7
Uc grubun aritmetik ortalamalarin1 hesaplayalim,

_ 30 _ 25 _ 35

3’1=?=6’ 3’2=?=5, }’32?27-

Aritmetik ortalamalar arasinda gézlenen bu farklar anlamli m1? Her ti¢ 6rnekteki gdzlem
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degerlerinin ayni1 popiilasyondan (veya 6zdes popiilasyonlardan) geldigini iddia eden sifir
hipotezini reddetmek i¢in yeterli kanit mevcut mu?

107

Satis

0 T T T
1 1l 11l

Mukavele Tipi
Cevap:

Hoipy = pp = 3
H,: Popiilasyonlarin aritmetik ortalamalarinnin hepsi esit degil

Sifir hipotezinin dogru oldugu varsayimi altinda, popiilasyon varyansinin (a2) bir kestirimi
olarak orneklerin igindeki varyansi (siindeki) hesaplamak igin her bir &rnegin varyansini
hesapladiktan sonra onlarin aritmetik ortalamasini alacagiz:

(4-62+ (7 -6+ (8-6)*+(5—6)*+(6—6) 10

2 —_
S3 ) 2 2.5
2_(7—6)2+(2—6)2+(4—6)2+(5—6)2+(7—6)2_18 B
s? = = = 4.5
5—-1 4
2_(7—6)2+(9—6)2+(6—6)2+(6—6)2+(7—6)2_6_15
3 5-1 T3
5 25+45+15
Sicindeki — 3 = 2.83

Yine, sifir hipotezinin dogru oldugu varsaymm altinda, popiilasyon varyansinm (o2) bir
kestirimi olarak orneklerin arasindaki varyansi (s2.asindaki) Nesaplamak igin, dnce 6rnek
aritmetik ortalamalarinin varyansini (s%) hesaplariz, daha sonra, merkezi limit teoreminin bize

sundugu

IN]
Il
| Q

S

ifadesi geregince

2 — 2
Sarasindaki — TlSy
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islemini yapabiliriz:

__ 1t +ys 64547
Y= T3 T3 T
(6-6)2+(5-6)>+(7-6)* 2

2 — —-=1
5y 3-1 2

2 — 2 _ —
Sarasindaki — nsy - 5(1) =5

Buna gore, F-oranini, yukarida yapmis oldugumuz tanim geregince, sifir hipotezinin dogru
oldugu varsayimi altinda, popiilasyon varyansinin (o2) iki ayr1 kestiriminin orami olarak
hesaplayabiliriz,

P Sgrzasmdaki — 5 = 1.76.
Sicindeki 2.83

Hesapladigimiz bu F-oram1 H, 1 red edebilmemize yetecek kadar buyik mi? Bu soruyu
cevaplayabilmek igin, H, in dogru oldugu varsayimi altinda, 1.76 veya daha buyik F-
oranlarmin olasiligint yani P-degerini bilmemiz gerekir. Ancak, Tablo E deki F-dagilimi
tablolarindan, bir F-oranina ait P-degerini dogrudan okumak olanagina sahip degiliz. Onun
yerine, Student t-dagilimini kullanirken yaptigimiz gibi, belirli bir a-riski i¢in, oranladigimiz
varyanslarin serbestlik derecelerine iligskin kritik F-puanini buluruz. Eger hesapladigimiz F-
orani, anlamlilik diizeyini sinirlayan kritik F-puanindan daha asir1 bir puan olursa, H, hipotezini
reddederiz. Cilinkii bu durumda 6rnek istatistigimize iliskin P-degeri se¢mis oldugumuz o-
riskinin altinda kalmais olur.

Simdi, bir serbestlik derecesi paydaki varyans igin ve bir serbestlik derecesi de paydadaki
varyans i¢in hesaplamaliyiz.

Payin serbestlik derecesi = orneklerin sayis1 - 1
Paydanin serbestlik derecesi = (6rneklerin sayis1)(6rnek hacmi - 1)

Buna gore, payin serbestlik derecesini 3 — 1 = 2 ve paydanin serbestlik derecesini 3(5 — 1) =
12 olarak hesaplariz. Eger anlamlilik diizeyini (yani, a-riskini) 0.05 olarak segersek, Tablo E
de kritik F puanini 3.88 olarak okuruz. Hesapladigimiz F-orani (yani, 1.76) sectigimiz a-riskini
(yani, 0.05) sinirlayan F-puanindan (yani, 3.88) daha kii¢iik oldugu i¢in, H, 1 ret edebilmemiz
i¢in yeterli kanit yok.

1
:
]
|
1
1
|
1
Ho reddedilemez . Ho reddedilir
I
|
]
|
|
]
)
|
|
|
]
! a-riski = 0.05
0.439 1317 2194 3.072 & 4.827 5.705

F=3.88
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Formal Prosedr

e Ikiden daha ¢ok sayidaki 6rnek aritmetik ortalamalarini karsilastirmak i¢in F-dagilimini
kullanirken, drneklerin iclerinden ¢ekildigi tiim orjinal popiilasyonlarin normal dagilimh
ve esit varyansh oldugu (bir bagka deyisle, normal dagilima sahip tek bir popiilasyondan
cekildikleri) varsayilir.

e Orneklerin aritmetik ortalamalar1 hesaplanir:

STy o _Ly . o _Yy
V1= n' Va2 = n' ) Yk = n
e Orneklerin varyanslar1 hesaplanir:
52 = Z(y—s‘fl)z, §2 = 2(3/-371)2’ . s2= L-y1)?
n-1 n-1 n-1

e Genel aritmetik ortalama hesaplanir:

ATt
Y= k

e Ornek aritmetik ortalamalarinin varyansi hesaplanar:

G =0+ G =9+ -+ G —¥)°
k-1

2 _
Sy =

e Orneklerin igindeki varyans hesaplanir:

2 2 2
2 _ Sl + 52 + o + Sk
Sigindeki - k

e Orneklerin arasindaki varyans hesaplanir:

2 2
Sarasindaki — nSV
e F-orani hesaplanir:
2
Sarasindaki
2
Sicindeki

e F-oraninin payima ve paydasina ait serbestlik dereceleri belirlenir:

Sdpay = k-1 ve Sdpayda = k(n-1)

e Anlamlilik diizeyi (a-riski) belirlenir.

e Tablo E den, anlamlilik diizeyine ve serbestlik derecelerine tekabiil eden kritik F-puani
bulunur.

e Eger F-oran1 > kritik F-puani ise, H, 1 reddetmek i¢in yeterli kanit vardir. Aksi halde, H,
reddedilebilmez.

Yukarida tanimladigimiz prosediir tek-faktorli veya tek-boyutlu varyans analizi olarak
adlandirtlir ki 1920°1i yillarda Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) tarafindan gelistirilmistir
ve F-oranindaki, F-dagilimindaki ve kritik F-puanindaki F’ler onun adma atfen
kullanilagelmistir. Varyans analizi kisaca ANOVA (“Analysis of Variances” ibaresinin bas
harfleri) olarak ta yazilir. Farkli veri toplama kosullart igin, daha farkli ANOVA teknikleri de
mevcuttur.

Misal 2 Dogum hizinin, Nepal’in bes ekonomik kalkinma boélgesi arasinda farkli oldugu
iddiasini test etmek iizere, her bolgeden ratgele secilen dorder ilgeye ait dogum hizlari sdyledir:
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Bolge 1: {19.8, 20.1, 20.2, 19.9}
Bélge 2: {20.4, 20.3, 20.4, 20.7}
Bolge 3: {20.6, 20.8, 20.8, 20.8}
Bélge 4: {19.5, 19.7, 19.6, 19.8}
Bélge 5: {20.0, 19.9, 20.2 20.1}

Sifir hipotezini, Hy: iy = py = Uz = pg = Us, %1 anlamlilik diizeyinde reddetmek icin yeterli
kanit var m1?

20.757
20.507 X
N 1
£ 50251
E T T
=]
a
20.00-
T
i
19.757 L
19.507 -
T T T T T
1 1 mn 1Y) v
Bolge
Cevap: Ornek aritmetik ortalamalar:
_ 19.8 + 20.1 + 20.2 + 19.9
y, = = 20.00
4
_ 204+ 20.3 +20.4 + 20.7
Y2 = = 20.45
4
_ 20.6 + 20.8 + 20.8 + 20.8
Y3 = = 20.75
4
_ 19.54+19.7 + 19.6 + 19.8
V4 = = 19.65
4
_ 20.0+19.9+20.2 + 20.1
Vs = = 20.05
4
Ornek varyanslar:
19.8 — 20.00)? + (20.1 — 20.00)2 + (20.2 — 20.00)% + (19.9 — 20.00)?
312:( )"+ ( )"+ ( )"+ ( )" _ 0.03333
4—-1
, (204 —20.45)% 4+ (20.3 — 20.45)% + (20.4 — 20.45)* + (20.7 — 20.45)?
s? = =0.03
4—-1
,  (20.6 —20.75)% + (20.8 — 20.75)% + (20.8 — 20.75)? + (20.8 — 20.75)? 001
s5 = = 0.
4—-1
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(19.5 — 19.65)% + (19.7 — 19.65)% + (19.6 — 19.65)2 + (19.8 — 19.65)?

2 = =

53 = T 0.01667
, _ (20.0 — 20.05)? + (19.9 — 20.05)% + (20.2 — 20.05) + (20.1 — 20.05)% _

s? = ya— = 0.01667

Genel aritmetik ortalama:

_ 20.00+ 20.45 + 20.75 + 19.65 + 20.05

Ornek aritmetik ortalamalarinin varyanst:
2

_(20.00 — 20.18)2 + (2045 — 20.18)% + (20.75 — 20.18)2 + (19.65 — 20.18)? + (20.05 — 20.18)>2
5y = 5-1
0728

— =10.182
4

Orneklerin icindeki varyans:
5 0.03333 + 0.03 + 0.01 + 0.01667 + 0.01667

Sicindeki = c = 0.021333

Orneklerin arasindaki varyans:

S asindaki = 4(0.182) = 0.728

F-orani:
0728 3413
©0.021333 T
F-oraninin payina ve paydasina ait serbestlik dereceleri:
Sdpay = 5-1=4

Sdpayda = 5(4— 1) =15

Serbestlik dereceleri 4, 15 ve a = 0.01 igin kritik F-puan1 Tablo E de 4.90 olarak bulunur.
Boylece, 34.13 > 4.90 olduguna gore, H, 1 reddetmek igin yeterli kanit var. Dogum hizi
bolgelere gore istatistiksel olarak anlamlica degismektedir.

Ho reddedilemez Ho reddedilir

a-riski = 0.05

T T T J J t J \
0.325 0.975 1.625 2.275 2.924 3.575 4225
F = 3.056

Misal 3 Bir makina fabrikasi ii¢ vardiyali iiretim yapmaktadir. Ug vardiyanin montaj siirelerini
karsilastirmak tizere asagidaki veri toplandi.
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Vardiya 1: {13, 10, 10, 11, 11}

Vardiya 2: {13, 14, 17, 12}

Vardiya 3: {10, 11, 7, 9, 8, 9}
Rakamlar gdzlenen montaj siireleridir (dakika cinsinden). U¢ vardiyanm aritmetik-ortlama
montaj siirelerinin farkli oldugu neticesine varmak i¢in yeterli kanit var m1?

17 .50
15,00

m X

2

a o

= 12.50-]

£ 1

(-]

=
10.00 |

7.50 |

Vardiya

Cevap: Goriiliyor ki 6rnek hacimleri farkli. Bu halde, simdiye kadar uyguladigimiz proseduri
hafifce modifiye etmek zorundayiz. Orneklerin arasindaki ve i¢indeki varyanslari hesaplarken,
ornek hacimlerinin farkliligin1 hesaba katan bir agirliklandirma yapacagiz.

Ornek aritmetik ortalamalarin1 énceki gibi hesapliyoruz:
_13+10+10+11+11

V1= z = 11 dakika
_ 13+14+17+12 )

Vo = 2 = 14 dakika

_ 10+11+7+9+8+9 .
V3 = = 9 dakika

6

Ornek varyanslarini énceki gibi hesapliyoruz:
(13- 11)2+ (10— 11)2 + (10 — 11)? + (11 — 11)% + (11 — 11)?

2 _ Ten2
Sy ) = 1.5 dakika
13— 14)2 4+ (14 — 14)2 + (17 — 14)? + (12 — 14)?
s = ( )"+ ( )+ ( )+ ( ) = 4.67 dakika?®
4—-1
10—-9)2%24+ (11-9)2+(7-9%+(9—-9?%+(8—-9?%?+(9-9)?
FINCURD) R e i k) i Chak i Chak) i Clnd) PRI

Genel aritmetik ortalamay1 6rneklerdeki tiim verinin aritmetik ortalamasini alarak hesapliyoruz,
onceki gibi 6rnek-aritmetik ortalamalarinin aritmetik ortalamasini alarak degil:
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_134+10+10+11+11+13+14+17+12+4+10+114+7+9+8+9
N 15

<l

= 11 dakika

Orneklerin arasindaki varyansi hesaplamak igin, &rneklerin her birinin eleman sayilarina
(nq, ny, n3) dayanan bir agirliklandirma kullanacagiz:
2 (¥ = )+ 1,5, = ¥)? + n3(y5 — y)?

Sarasindaki = k—1

_5(11 - 11)% + 4(14 — 11)? + 6(9 — 11)?
B 3—-1

60
=== 30 dakika?

Orneklerin icindeki varyans: hesaplamak icin, yine, drneklerin her birinin eleman sayilarma
(nq,ny, n3) dayanan bir agirliklandirma kullanacagiz:

2 (ny — 1)sf + (np, — 1)s5 + (nz — 1)s3

Sigindeki — (N, + ny+1n3) — k
G-1D15+4—-1)467+(6—1)2
- (5+4+6)—3
= % = 2.5 dakika?
12
F-orani, yine, 6rneklerin arasindaki varyansin drneklerin igindeki varyansa oranidir:
30
F = ST = 12
F-oraniin payia ve paydasina ait serbestlik dereceleri:
Sdpay = 3-1=2

sdpayaa = (5- 1)+ (4—1) + (6 —1) = 12

Serbestlik dereceleri 2, 12 ve a = 0.05 igin kritik F-puan1 Tablo E de 3.88 olarak bulunur.
Boylece, 12 > 3.88 olduguna gore, H, 1 reddetmek igin yeterli kanit var. Yani, vardiyalarin
aritmetik ortalama montaj stireleri arasindaki fark istatistiksel olarak anlamli.

Ho reddedilemez Ho reddedilir
a-riski = 0.05
0.439 1.317 2.194 3.072 E 4.827 5.705

F=3.88
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Ahstirma 1 Eger 6rnek hacimleri esit olsaydi, yani eger n; = n, = n3 olsaydi, Misal 3 teki
hesaplamalarin Formal Prosediir baslig1 altindakilere indirgenecegini goster.

Tamamen Rastgelelestirilmis Dizayn

Her deney tinitesinin muamelelerden herhangi birine maruz kalma sansinin ayni oldugu dizayna
tamamen rastgelelestirilmis deney dizayn: ad1 verilir. Bu kurulumda, deney tiniteleri muamele
gruplarina tamamen rastgele atanir. Bu boliimde, simdiye kadar, bir nicel degisken ve bir nitel
degisken arasindaki iliskiyi 6grenme-calismamizda, tamamen rastgelelestirilmis dizayn
cergevesinde toplanan verinin analizini s6z konusu ettik. Fakat sunu pesinen sdylemek
icabediyor ki tamamen rastgelelestirilmis dizayn, ancak deney mataeryalinin homojen oldugu
hallerde mitenasiptir. Mesela, laboratuar deneylerinde ve sera deneylerinde deney Unitelerinin
homojenligini saglamak kolaydir ve tamamen rastgelelestirilmis dizayn bdyle deneyler i¢in cok
kullanishdir. Ote taraftan, genel olarak, saha deneylerinde, pek ¢ok faktorden dolayi, deney
tiniteleri arasinda biliylik varyason (degisim) meydana gelmektedir ki tamamen
rastgelelestirilmis dizayn tercih edilmemektedir.

Rastgelelestirilmis Blok Dizaym

Deney uniteleri bagka bir faktér bakimindan heterojen oldugu zaman, blok adi verilen kendi
icerisinde daha homojen alt-gruplara ayrilirlar. Her bir blok icerisinde muameleler eksiksiz
denenir. Boylece, her blokta muamele sayisinca deney tnitesi yer alir. Her blok icerisindeki
deney {liniteleri muamelelere rastgele atanir. Bloklarin sayist muamelelerin tekerriir sayisina
esittir.

Rastgelelestirilmis blok dizayninda, deney hatasi azaltildig: i¢in, kesinlik daha yiiksektir.
Tamamen rastgelestirilmis dizayna gore elde edilen enformasyon miktar1 daha ¢oktur. Fakat
muamelelerin sayist arttigt zaman, blok genisligi de artacagi ig¢in, bloklarin igerisinde
homojenligin muhafazasi zorlasir ve boylece bu dizaynin avantaj1 yok olabilir.

Rastgelelestirilmis bloklar dizaynina gore yurdtilen bir deneyden elde edilen verinin analizi
icin istihdam edecegimiz prosediir iki-boyutlu varyans analizi olarak adlandirilir. Bu
prosediriin  tek-boyutlu varyans analizi prosediirinden farki, muamele aritmetik
ortalamalarinin  varyansina ilaveten, blok aritmetik ortalamalarinin varyansmin da
hesaplanmasidir. Ayn1 sekilde bir F-orani hesaplanarak, anlamlilig1 test edilir. Eger blok
aritmetik ortalamalar1 arasindaki fark anlamli bulunursa, deney initeleri arasindaki
heterojenligin etkisi giderimis olur ve muamele aritmetik ortalamalar1 arasindaki fark daha
kesinlikli olarak gozlenmis olur. Eger anlamsiz bulunursa, dikkate alinan blok faktoriiniin
verinin degisimine anlamli bir katkis1 olmadig1 ve deney {iinitelerinin bu faktor bakimindan
homojen oldugu neticesine varilir. Bu halde, rastgelelestirilmis blok dizayni ve tamamen
rastgelelestirilmis dizayn ayni sonucu verecektir.

Misal 4. Alt1 farkli dozda nitrojen uygulamasinin yonca bitkisinin verimine etkisini 6grenmeye-
caligmak i¢in bir arastirma dizayn ediliyor. Deney materyali olarak bir nehrin kenarinda yer
alan 1 donlimliik arazi kullaniliyor. Bu arazi, deney iinitelerini olusturacak sekilde esit
genislikte parsellere boliintiyor soyle ki: Toprak nehre yaklastik¢a daha nemli ve daha verimli
olacagindan, nehre paralel 5 blok olusturuluyor. Her blok i¢erisindeki 6’sar parsel muamelelere
rastgele ataniyor. Deneyin bitiminde miiteakip veri elde ediliyor. Bloklarin sayisi 5 ve nitrojen
muameleleri A, B, C, D, E ve F ile temsil ediliyor. Parsellerden elde edilen verim (kg) o parsele
uygulanan muameleyi temsil eden harf ile beraber veriliyor.

Blok 1 D(17kg) |C(12kg) |F(70kg) |B(6kg) |A (20kg) |E (28 kg)
Blok 2 B(12kg) |C(15kg) |E(26kg) | A(26kg) | D (10kg) |F (62 kg)
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Blok 3 E(23kg) |A(30kg) | C(16kg) | D (20kg) |F (56kg) | B (10 kg)
Blok 4 A(28kg) |F(64kg) |B(9kg) |D(23kg) | E(33kg) | C (14 kg)
Blok 5 F(75kg) |C(l4kg) |D(20kg) |B(7kg) |E(30kg) |A (23kg)

Veri analizi: Veri analizi icin yukaridaki tabloyu asagidaki sekilde yeniden tertipliyoruz.

Muameleler
A B C D E F
Blok 1 20 9 12 17 28 70
Blok 2 26 12 15 10 26 62
Blok 3 30 10 16 20 23 56
Blok 4 28 9 14 23 35 64
Blok 5 23 7 14 20 30 75

Muamele aritmetik ortalamalari:
_20+26+30+28+23

Ya = c = 25.4kg
94+124+104+9+7
5
12+ 15+ 16+ 14 + 14
Ve = z = 14.2 kg
17+ 10+ 20+ 23 + 20
Vp = z = 18.0 kg
_ 28+ 26+ 23+35+ 30
Vg = z = 28.4 kg
B 70+ 62 + 56 + 64 + 75
Yr = z = 65.4kg
Blok aritmetik ortalamalari:
20+9+12+17+ 28+ 70
V= = 26.0 kg
6
_ 26+ 12+ 15+ 10+ 26 + 62
Y2 = = 25.2kg
6
B 30+10+ 16+ 20+ 23 + 56
Y3 = = 25.8kg
6
B 284+9+ 14+ 23+ 35+ 64
Ya = = 28.8kg
6
_ 23+7+144+20+30+ 75
Ys = 6 = 28.2kg

Genel aritmetik ortalama;

254494+ 142+ 18+ 284+ 65.4
N 6

= 26.8kg

<Al

Muameleler arasindaki varyans:
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SZ

muamelelerarasi
_c (25.4 — 26.8)% + (9.4 — 26.8)% + (14.2 — 26.8)? + (18 — 26.8)? + (28.4 — 26.8)? + (65.4 — 26.8)?
B 6—1
2033.4

= [ ] = 2033.4 kg?
Bloklar arasindaki varyans:

Sl%loklararam

—6 l(26 —26.8)? + (25.2 — 26.8)% + (25.8 — 26.8)? + (28.8 — 26.8)%? + (28.2 — 26.8)Zl

h 5-1

10.2
=6 [T] = 15.4 ng

Deney dizaynimiza, muamele faktoriine ilaveten, bir blok faktori ekledigimizden o6turd,
orneklerin igindeki varyansi dogrudan hesaplamak yerine, simdi once genel varyansi
hesaplayacagiz:

Séenel

_ (20-26.8)% + -+ (9 —26.8)% + -+ (12— 26.8)2 + -+ (17 — 26.8)* + -+ (28 — 26.8)? + - + (70 — 26.8)2 + -
B 6(5) —1

106468
29

Daha sonra, genel varyansi, muameleler arasindaki varyansi ve bloklar arasindaki varyansi
kullanmak suretiyle, 6rneklerin i¢indeki varyansi dolayl olarak hesaplayacagiz:

_29(367.1) — 5(2033.4) — 4(15.4)

= 367.1 kg?

2

_ 10646.8 —10167.2 — 61.5
B 20
= 20.9 kg?

Burada paydada yer alan serbestlik derecesini, yine dogrudan hesaplamak yerine, genel
varyansin serbestlik derecesini, muameleler arasindaki varyansin serbestlik derecesini ve
bloklar arasindaki varyansin serbestlik derecesini kullanmak suretiyle, dolayli olarak
hesapladik.

Muameleler arasindaki varyansin drneklerin igindeki varyansa orani:
2033.4

Fruameleleraras1 = 20.9

Serbestlik dereceleri 5, 20 ve a = 0.05 igin kritik F-puan1 Tablo E de 2.71 olarak bulunur.
Boylece, 97.3 > 2.71 olduguna gore, H, 1 reddetmek icin yeterli kanit var. Yani, nitrojen
muamelelerin aritmetik ortalama verimleri arasindaki fark istatistiksel olarak anlamli.

Bloklar arasindaki varyansin 6rneklerin i¢indeki varyansa orani:

Fyloklararasi = m =0.74
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Serbestlik dereceleri 4, 20 ve a = 0.05 igin kritik F-puan1 Tablo E de 2.87 olarak bulunur.
Boylece, 0.74 < 2.71 olduguna gore, H, 1 reddetmek i¢in yeterli kanit yok. Yani, bloklarin
aritmetik ortalama verimleri arasindaki fark istatistiksel olarak anlamli degil. (Hesaplanan F-
orani 1 den kiigiik iken, kritik F-puanina tablodan bakmaya liizum var miydi1?) Blok aritmetik
ortalamalar1 arasindaki fark anlamli bulunmadigina goére, dikkate alinan blok faktoriiniin
parsellerin veriminin degisimine anlamli bir katkisi olmadigi ve parsellerin bu faktor
bakimindan homojen oldugu neticesine varilir. Demek ki parsellerin nehre uzakliginin bitkinin
verimiyle bir iliskisi gézlenememistir. Bu halde, tamamen rastgelelestirilmis dizayn yerine
rastgelelestirilmis blok dizaynin1 kullanmak yararli olmamastir.
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Mini Proje 16

Ikiden ¢ok popiilasyon aritmetik ortalamasinin esitligini test ederken (bir baska deyisle, ikiden
cok ornek aritmetik ortalamasimi karsilagtirirken), 6rnek hacimleri P-degerini nasil etkiler?
Bunun i¢in, bir senaryoyu canlandirmani istiyorum. iki asamali olacak. Birinci asamada, dar
ornek hacimleri icin bir F-testi yapacaksin. Ikinci asamada, daha genis 6rnek hacimleri igin bir
F-testi yapacaksin.

I.  Hepsi esit hacimli n; = 5, aritmetik ortalamalar: sirasiyla 3, 4 ve 5 olan ve hepsinin
standart sapmalar1 esit, s; = 1.58 olan ii¢ 6rnege ait suni veriyi similasyonla uret.
Gruplarin yan-yana kutu grafiklerini ¢iz. Grup aritmetik ortalamalari arasindaki farkin
F-testini yap.

Il.  Hepsi esit hacimli n; = 12, aritmetik ortalamalar1 sirasiyla 3, 4 ve 5 olan ve hepsinin
standart sapmalar1 esit, s; = 1.58 olan ii¢ 6rnege ait suni veriyi similasyonla uret.
Gruplarmn yan-yana kutu grafiklerini ¢iz. Grup aritmetik ortalamalar1 arasindaki farkin
F-testini yap.

Ornek hacimleri, yaptigin testlerin P-degerlerinin biiyiikliiklerini nasil etkiledi? Testlerin
sonuglarinin farkli olmasinin sebebi nedir? Agikla.
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63395
54355
08989

29357

Tablo A Rastgele sayilar tablosu.

84177 06757 17613 15582 51506
59884 31180 53115 84469 94868

55041 15866
52704 90359
57024 97284

23737 67881

06589 13119
02649 47496
00637 89283

03668 33876

17264 57327 38224 29301 31381

95639
61555
78137

25638
21215

99754 31199
76404 86210
98768 04689

70268 93605
91791 76831

92558 68368
11808 12841
87130 79225

87101 24685
58678 87054

10438 44482 66558 37649 08882

36792
73944

62490

26236 33266
04773 12032

99215 84987

66583 60881
51414 82384

28759 19177

24216 63444 21283 07044 92729

16975
59138

95428 33226
39542 71168

55903 31605
57609 91510

29478 59652 50414 31966 87912

96155 95009 27429 72918 08457
29621 66583 62966 12468 20245
12639 75291 71020 17265 41598
14544 37134 54714 02401 63228
83403 88827 09834 11333 68431

67642 05204 30697 44806 96989
64041 99011 14610 40273 09482
17048 94523 97444 59904 16936
93039 89416 52795 10631 09728
82244 34392 96607 17220 51984

96990 55244 70693 25255 40029
09119 74803 97303 88701 51380
57666 41204 47589 78364 38266
46492 61594 26729 58272 81754
08433 19172 08320 20839 13715

10011 75004 86054 41190 10061
92420 65431 16530 05547 10683
35542 55865 07304 47010 43233
86595 26247 18552 29491 33712
72115 34985 58036 99137 47482

81435 41050
57967 05811
71020 85940
71567 94268
03514 59195

35841 52869
38109 34976
04985 51092
45147 97438
08153 84967

98768 43202
31687 93205
90870 12462
97395 20461
38370 00249

14733
37284
43817
77904
87154

24550
13211
22250
74244
12944

78134 48407
14015 04014
64074 64629
26831 19386
31706 26652

68403 85621
62864 01573
39384 97551
68202 20963
10753 76272

23289 48819
73143 98251
94393 70713
14648 77210
10597 17234

19660 03500
88102 30176
57022 52161
32285 64844
06204 24138

92031 06449
84514 75011
91932 06488
08844 26294
07635 03309

23114 15864
65692 98566
37780 40261
60022 12645
64539 79493

03165 49815
43685 19732
41810 01806
36742 02852
80709 72605

28067 68894
37485 10415
03918 46999
50940 31553
49862 96566

26061 58754
35713 03980
63293 53307
15457 17999
04711 34593

45556 35434
82274 81446
09620 63932
02477 55494
50985 97593

07159
78635 27556
53388 79865
12923 53712
39355 74816

60172

68412 57812
84750 10115
82976 47981
69395 41387
24272 16196

05059
13006
74987
64759
72605

38942
29550
14479
62000
74917

02484
08468
02977
50564
67497

38490
36457
98501
62562
48825

05326
03024
48766
18306
22561

09532
32477
03091
39563
34320

81697
20712
92069
87771
03363

57929
69220
46588
87195
04393



Tablo B Standart Normal Olasiliklar (z < 0)

/N
N\
, \.
Olasilik ™
> b ——

z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
-3.0 .0013 .0013 .0013 .0012 .0012 .0011 .0011 .0011 .0010 .0010
—-2.9 .0019 .0018 .0018 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014
—-2.8 .0026 .0025 .0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 .0020 .0019
2.7 .0035 .0034 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026
—2.6 .0047 .0045 .0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036
—-2.5 .0062 .0060 .0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049 .0048
—-2.4 .0082 .0080 .0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066 .0064
—-2.3 .0107 .0104 .0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 .0087 .0084
—-2.2 .0139 .0136 .0132 .0129 .0125 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110
-2.1 .0179 .0174 .0170 .0166 .0162 .0158 .0154 .0150 .0146 .0143
—-2.0 .0228 .0222 .0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 .0188 .0183
-1.9 .0287 .0281 .0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 .0239 .0233
-1.8 .0359 .0351 .0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 .0301 .0294
-1.7 .0446 .0436 .0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 .0375 .0367
-1.6 .0548 .0537 .0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 .0465 .0455
-15 .0668 .0655 .0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 .0571 .0559
-1.4 .0808 .0793 0778 .0764 .0749 .0735 .0721 .0708 .0694 .0681
-1.3 .0968 .0951 .0934 .0918 .0901 .0885 .0869 .0853 .0838 .0823
-1.2 1151 1131 1112 .1093 1075 .1056 .1038 .1020 .1003 .0985
-1.1 1357 1335 1314 1292 1271 1251 .1230 1210 .1190 1170
-1.0 .1587 .1562 1539 1515 .1492 1469 .1446 1423 .1401 1379
—-0.9 1841 1814 1788 1762 1736 A711 .1685 .1660 .1635 1611
-0.8 2119 .2090 .2061 .2033 .2005 1977 .1949 1922 .1894 .1867
-0.7 .2420 .2389 .2358 2327 .2296 .2266 .2236 .2206 2177 .2148
-0.6 2743 .2709 .2676 .2643 2611 .2578 .2546 .2514 .2483 .2451
—-0.5 .3085 .3050 3015 .2981 .2946 2912 2877 .2843 .2810 2776
-0.4 .3446 .3409 3372 .3336 .3300 .3264 .3228 3192 .3156 3121
-0.3 3821 3783 3745 3707 .3669 .3632 .3594 3557 .3520 .3483
-0.2 4207 4168 4129 .4090 4052 4013 3974 .3936 .3897 .3859
-0.1 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
-0.0 .5000 4960 4920 .4880 .4840 4801 4761 4721 .4681 4641




Tablo B Standart Normal Olasiliklar (z > 0)

Clasilik
z .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09
0.0 .5000 .5040 .5080 5120 .5160 .5199 5239 5279 .5319 .5359
0.1 .5398 .5438 5478 5517 .5557 .5596 .5636 5675 5714 5753
0.2 .5793 .5832 .5871 5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 6179 .6217 .6255 .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
0.4 .6554 .6591 .6628 .6664 .6700 .6736 6772 .6808 .6844 .6879
0.5 .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 7123 7157 7190 1224
0.6 1257 7291 1324 1357 .7389 1422 7454 .7486 7517 7549
0.7 .7580 7611 7642 7673 7704 1734 7764 1794 .7823 .7852
0.8 .7881 .7910 .7939 1967 7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 9192 .9207 9222 9236 9251 .9265 9279 9292 .9306 .9319
15 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 .9452 .9463 9474 .9484 .9495 .9505 9515 9525 .9535 .9545
1.7 .9554 .9564 9573 .9582 9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
19 9713 9719 9726 9732 .9738 9744 .9750 .9756 9761 9767
2.0 9772 9778 .9783 .9788 9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.1 .9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857
2.2 .9861 .9864 .9868 9871 .9875 .9878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 9911 9913 9916
2.4 .9918 .9920 .9922 9925 .9927 .9929 9931 .9932 .9934 .9936
25 .9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 .9953 .9955 .9956 .9957 .9959 .9960 9961 .9962 .9963 .9964
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 9971 9972 9973 9974
2.8 .9974 .9975 .9976 9977 9977 .9978 9979 9979 .9980 .9981
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990




Tablo C Student t-dagilimina ait kritik degerler.

| Ofasilik
t
Kuyruk olasiligi, p
sd 25 .20 A5 10 .05 025 .02 01 A0S 0025 001 L0005
I 1000 1376 1963 3.078 6314 1271 15.89 31.82 63.606 127.3 3183 636.6

2 816 1.061 1.38 1.886 2920 4.303 4.849 6.965 9,925 14.09 22.33 31.60

3 J65 978 1.250 1.638 2.353 3.182 3.482 4.541 5.841 7.453 10.21 12.92
4 741 D41 1190 1533 2132 2776 2.999 3.747 4.604 5.598 7.173 8.610
5 J27 920 1.156 1476 2.015 2.571 2,757 3.365 4.032 4.773 5.893 0.869
6 718 906 1.134  1.440 1943 2.447 2612 3.143 3.707 4.317 5.208 5.959
7 11 896 L1119 1.415 1.895 2365 2517 2998 3.499 4.029 4.785% 5.408
8 706 889  1.108 1.397 1.860 2.306 2.449 2.896 3,355 3.833 4.501 5.041
9 TJ03 883 1.100 1.383 1.833 2.262 2.398 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781
10 700 879 1.093 1372 1812 2.228 2.359 2.764 3.169 3.581 4.144 4.587
11 697 876 1.088 1.363 1.796 2.201 2.328 2718 3.106 3.497 4.025 4.437
12 695 873 1083 1.356 1.782 2.179 2.303 2.681 3.055 3428 3.930 4318
13 694 870 1.079 1.350 1.771 2,160 2.282 2.650 3.012 3.372 3.852 4.221
14 0692 868 1.076 134> 1.761 2.145 2.264 2.624 2977 3.326 3.787 4.140
15 691 B66 1.074  1.341  1.753 2131 2.249 2.602 2.947 3.286 3.733 4.073
16 690 865 1.071  1.337 1.746 2,120 2.235 2.583 2921 3.252 3.686 4.015
17 689 B63  1.069 1333 1.740 2110 2.224 2.567 2.898 3.222 3.646 3.965
18 688 K62 1,067 1.330  1.734 2.101 2.214 2.552 2,878 3.197 3.611 3.922
19 688 861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.205 2.539 2.861 3.174 3579 3,883
20 0687 860 1.064 1325 1.725 2.086 2.197 2528 2.845 3.153 3.552 3.850
21 686 859 1063 1.323 1.721 2,080 2.189 2518 2.831 3.135 3.527 3.819
22 686 858 1.061 1321 1717 2.074 2.183 2508 2.819 3.1y 3.505 3.792
23 685 858 1.060 1,319 1.714 2.069 2177 2,500 2.807 3.104 3.485 3.768
24 685 857 1059 1318 1.711 2.064 2172 2492 2.797 3.091 3.467 3.745
25 684 836 1.058 1316 1708 2.060 2.167 2.485 2787 3.078 3.450 3.725
26 684 836 1.058 1.315 1.706 2.056 2.162 2.479 2.779 3.067 3.435 3.707
27 684 855 1.057 1.314 1.703 2.052 2.158 2473 2771 3.057 3.421 3.690
28 683 853 1056 1313 1.701 2.048 2.154 2.467 2.763 3.047 3.408 3.674
29 683 854 1.055 1311 1.699 2.045 2.150 2.462 2.756 3.038 3.396 3.659
30 683 B854 1,055 1310 1.697 2.042 2.147 2457 2,750 3.030 3,385 3.6406
40 681 851 1,050 1.303 1.684 2,021 2,123 2.423 2.704 2971 3.307 3.551
50 H79 849 1,047 1.299 1.676 2.009 2.109 2.403 2.678 2937 3.261 3.496
60 679 B48  1.045 1,296 1.671 2.000 2.099 2.390 2.660 295 3.232 3.460
80 678 846 1,043 1,292 1.664 1.990 2.088 2.374 2.639 2.887 3.195 3416
100 677 845 1,042 1,290  1.660 1.984 2.081 2.364 2.626 2871 3.174 3.390
1000 675 842 1,037 1.282  1.646 1.962 2.056 2.330 2,581 2.813 3.098 3.300
. 674 841 1036 1.282 1.645 1.960 2.054 2.326 2,576 2.807 3.091 3.291

S0% 60% 70% 80% 920% 95% 96% 98% P 99.59%, 99.8% 99.9%

Given duzeyi




Tablo D Ki-kare dagilimina ait kritik degerler

| Clasilik
P
Kuyruk olasiligr, p

sd 25 20 A5 10 .05 025 02 01 005 0025 Lot
1 1.32 1.64 2.07 2.71 3.84 5.02 5.41 6.63 7.88 9.14 10.83
2 277 3.22 3.79 4,61 5.99 7.38 7.82 9.21 10.60 11.98 13.82
3 4.1 4.64 5.32 6.25 7.81 9.35 9.84 11.34 12.84 14.32 16.27
4 5.39 5.99 6.74 7.78 9.49 11.14 11.67 13.28 14.86 16.42 18.47
5 6.63 7.29 8.12 9.24 11.07 12.83 15.39 15.09 16.75 18.39 20.51
G 7.84 8.56 9.45 10.64 12.59 14.45 15.03 16.81 18.55 20.25 2246
7 9.04 9.80 1L75 12.02 14.07 16.01 16.62 18.48 20.28 22.04 2432
8 10.22 11.03 12.03 13.36 15.51 17.53 18.17 20,09 21.95 23.77 26.12
9 11.39 12.24 13.29 14.68 1692 19.02 19.68 21.67 23.59 25.46 27.88
10 12.55 13.44 14.53 15.99 18.31 20.48  21.16 23.21 25.19 27.11 29.59
11 13.70 14.63 15.77 17.28 19.68 2192 22.62 2472 26,76 28.73 31.26
12 14.85 15.81 16.99 18.55 21.03 23.34 24.05 26.22 28.30 30.32 3291
13 15.98 16.98 18.20 19.81 22.36 24,74 25.47 27.69 2982 31.88 34.53
14 17.12 18,15 19.41 21.06 23.68 2612 2687 29.14 31.32 33.43 36,12
15 18.25 19.31 20,60 22.31 25.00 27.49 28,26 30.58 32.80 3495 3770
16 19.37 2047 21.79 23.54 26.30 2885  29.63 32,00 34.27 36.46 39.25
17 20.49 21.61 2298 24.77 27.59 30.19 31.00 33.41 35.72 37.95 40.79
18 21.60 22.76 2416 25.99 28.87 3153 3235 34.81 37.16 39.42 42.31
19 22.72 23.90 25.33 27.20 30.14 3285  33.69 36.19 38.58 40.88 43.82
20 23.83 25.04 26.50 28.41 31.41 34.17  35.02 37.57 40.00 42.34 45.31
21 24.93 26.17 27.66 29.62 32.67 35.48 306.34 38.93 41.40 43.78 46.80
22 26.04 27.30 28.82 30.81 33.92 36,78 37.66 40.29 42.80 4520 48.27
23 2714 28.43 2998 32m 35.17 38.08 3897 41.64 4418 46.62 49.73
24 28.24 29.55 3113 33.20 36.42 3936 40.27 4298 45.56 48.03 51.18
25 29.34 20.68 32.28 3438 37.65 40.65 4157 44.31 46.93 49.44 52.62
26 30.43 31.79 33.43 35.56 38.89 4192 4286 45.64 48.29 50.83 54.05
27 31.53 3291 34.57 36.74 40.11 43.19 44,14 46,96 49.64 52.22 5548
28 32.62 34.03 35.71 37.92 41.34 44.46 4542 48.28 50.99 53.59 56.89
29 33.71 35.14 36.85 39.09 42,56 45.72  46.69 49.59 52.34 54,97 38.30
30 34.80 36.25 37.99 40.26 43.77 4698  47.96 50.89 53.67 56.33 59.70
40 45,62 47.27 49.24 51.81 55.76 59.34  60.44 63.69 66.77 69.70 73.40
S0 56.33 58.16 60.35 63.17 67.50 71.42 72.61 76.15 792.49 82.66 R6.60
GO 66.98 68.97 71.34 74,40 79.08 83.30 8458 88.38 91.95 95.34 99.61

80 88.13 9041 93.11 96.58 1019 106.6 108.1 112.3 116.3 120.1 124.8

100 | 109.1 111.7 114.7 118.5 124.3 129.6 1311 135.8 140.2 144.3 149.4




Tablo E F-dagilimina ait kritik degerler (p = 0.1)

p=01
F-orani
Pay s.d.

Payda s.d. 1 2 3 4 5 6 7 8 12 24 60 120 (e}
1 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 58.91 59.44 60.71 62.00 62.79 63.06 63.33
2 853 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 935 9.37 941 945 9.47 948 9.49
3 554 546 5.39 534 531 528 5.27 525 5.22 518 5.15 5.14 5.13
4 454 432 419 411 405 4.01 398 395 390 3.8 379 3.78 3.76
5 406 3.78 3.62 3.52 345 3.40 3.37 334 327 319 314 312 3.10
6 3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 3.01 298 290 282 276 274 272
7 359 326 3.07 29 288 283 278 275 2.67 258 251 249 247
8 346 3.11 292 281 273 267 262 259 250 240 234 232 229
9 336 3.01 281 269 261 255 251 247 238 228 221 218 2.16
10 329 292 273 261 252 246 241 238 2.28 218 2.11 2.08 2.06
11 3.23 2.86 266 254 245 239 234 230 221 210 2.03 200 1.97
12 3.18 2.81 261 248 239 233 228 224 215 204 196 1.93 1.90
13 3.14 2.76 256 243 235 228 223 220 210 198 190 1.88 1.85
14 310 2.73 252 239 231 224 219 215 205 194 186 1.83 1.80
15 3.07 270 249 236 227 221 216 212 2.02 190 182 179 1.76
16 3.05 2.67 246 233 224 218 213 209 199 187 178 175 1.72
17 3.03 2.64 244 231 222 215 210 206 196 184 175 172 1.69
18 3.01 262 242 229 220 213 2.08 204 193 181 172 1.69 1.66
19 299 2.61 240 227 218 211 2.06 202 191 179 170 167 1.63
20 297 259 238 225 216 209 204 200 1.89 177 1.68 1.64 1.61
21 296 2.57 236 223 214 208 2.02 198 187 175 166 1.62 1.59
22 295 256 235 222 213 206 201 197 1.8 173 1.64 160 1.57
23 294 255 234 221 211 205 199 195 1.84 172 1.62 159 1.55
24 293 254 233 219 210 204 198 194 183 1.70 1.61 157 1.53
25 292 253 232 218 209 202 197 193 182 169 159 156 1.52
26 291 252 231 217 208 201 196 192 1.81 1.68 158 1.54 1.50
27 290 2.51 230 217 207 200 195 191 1.80 1.67 1.57 153 149
28 289 250 229 216 206 200 194 190 179 1.66 1.56 152 1.48
29 289 250 228 215 206 199 193 189 178 1.65 1.55 151 1.47
30 288 249 228 214 205 198 193 188 1.77 1.64 154 150 1.46
40 284 244 223 209 200 193 187 1.8 171 1.57 1.47 142 138
50 281 241 220 206 197 190 184 180 1.68 1.54 1.42 138 1.33
60 279 239 218 204 195 187 182 177 1.66 1.51 140 135 1.29
120 275 235 213 199 190 182 177 172 1.60 1.45 132 126 1.19
o0 271 230 208 194 185 177 172 1.67 155 138 124 1.17 1.00




Tablo E F-dagilimina ait kritik degerler (p = 0.05)

p=005
F-orani
Pay s.d.

Payda s.d. 1 2 3 4 5 6 7 8 12 24 60 120 oo
1 161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 243.9 249.1 252.2 253.2 254.3
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.41 19.45 19.48 19.49 19.50
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 894 889 885 874 8.64 857 8.55 8.53
4 771 6.94 659 639 6.26 6.16 6.09 6.04 591 577 569 5.66 5.63
5 6.61 5.79 541 519 505 495 488 482 4.68 453 4.43 440 436
6 599 514 476 4.53 439 428 421 4.15 4.00 3.84 3.74 3.70 3.67
7 559 474 435 4.12 397 387 379 3.73 357 341 330 3.27 3.23
8 532 4.46 4.07 3.84 369 358 350 344 328 312 3.01 297 293
9 512 4.26 386 3.63 348 3.37 3.29 3.23 3.07 290 279 275 271

10 496 4.10 3.71 348 3.33 3.22 314 3.07 291 274 262 258 254
11 484 398 3.59 336 3.20 3.09 3.01 295 279 261 249 245 240
12 475 389 349 326 3.11 3.00 291 285 269 251 238 234 230
13 467 381 341 318 3.03 292 283 277 260 242 230 225 221
14 460 374 334 311 296 285 276 2.70 253 235 222 218 213
15 454 368 3.29 3.06 290 2.79 271 2.64 248 229 216 211 2.07
16 449 363 3.24 3.01 285 274 266 259 242 224 211 2.06 2.01
17 445 359 3.20 296 281 2.70 261 2,55 238 219 206 2.01 1.96
18 441 355 3.16 293 277 266 258 251 234 215 2.02 197 1.92
19 438 352 3.13 290 274 263 254 248 231 211 198 193 1.88
20 435 349 3.10 287 271 260 251 245 228 2.08 195 190 1.84
21 432 347 3.07 284 268 257 249 242 225 205 192 187 1.81
22 430 344 3.05 282 266 255 246 240 223 203 189 184 1.78
23 428 342 3.03 280 264 253 244 237 220 201 1.8 181 1.76
24 426 340 3.01 278 262 251 242 236 218 198 1.8 1.79 1.73
25 424 339 299 276 260 249 240 234 216 196 182 1.77 1.71
26 423 337 298 274 259 247 239 232 215 195 180 1.75 1.69
27 421 335 296 2.73 257 246 237 231 213 193 179 1.73 1.67
28 420 334 295 271 256 245 236 229 212 191 177 171 1.65
29 418 333 293 270 255 243 235 228 210 190 175 170 1.64
30 417 332 292 269 253 242 233 227 209 189 174 168 1.62
40 408 3.23 284 261 245 234 225 218 200 179 1.64 158 1.51
50 403 3.18 279 256 240 229 220 213 195 174 158 151 1.44
60 400 3.15 276 2,53 237 225 217 210 192 170 1.53 147 1.39
120 392 3.07 268 245 229 218 2.09 202 183 1.61 143 135 1.25
00 384 3.00 260 237 221 210 201 194 175 152 132 1.22 1.00




Tablo E F-dagilimina ait kritik degerler (p = 0.01)

p=0.01
F-orani
Pay s.d.
Payda s.d. 1 2 3 4 5 6 7 8 12 24 60 120 (e}
1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5929 5981 6106 6235 6313 6339 6366
2 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.42 99.46 99.48 99.49 99.50
3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.05 26.60 26.32 26.22 26.13
4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.37 13.93 13.65 13.56 13.46
5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 9.89 9.47 9.20 9.11 9.02
6 13.75 1092 9.78 9.15 8.75 847 8.26 8.10 7.72 731 7.06 6.97 6.88
7 12.25 955 845 785 7.46 7.19 6.99 6.84 6.47 6.07 582 574 5.65
8 11.26 865 759 7.01 6.63 637 618 6.03 567 5.28 503 495 4.86
9 10.56 8.02 6.99 642 6.06 580 5.61 547 511 4.73 448 4.40 431
10 10.04 7.56 6.55 599 564 539 520 5.06 4.71 433 4.08 4.00 3.91
11 9.65 7.21 6.22 5.67 532 5.07 4.89 474 4.40 4.02 3.78 3.69 3.60
12 933 693 595 541 506 482 4.64 450 4.16 3.78 3.54 345 3.36
13 9.07 6.70 5.74 521 4.86 4.62 4.44 430 396 3.59 334 325 317
14 886 6.51 556 504 469 446 4.28 414 3.8 343 3.18 3.09 3.00
15 868 6.36 542 489 456 432 4.14 400 3.67 3.29 3.05 296 2.87
16 853 6.23 529 477 4.44 420 4.03 3.89 355 3.18 293 284 275
17 840 6.11 5.18 4.67 434 410 393 3.79 346 3.08 283 275 265
18 8.29 6.01 5.09 458 4.25 4.01 3.84 3.71 337 3.00 275 266 2.57
19 8.18 593 5.01 450 4.17 394 3.77 3.63 330 292 267 258 249
20 810 5.85 494 443 4.10 387 3.70 356 3.23 286 2.61 252 242
21 8.02 5.78 487 437 4.04 381 364 351 3.17 280 255 246 2.36
22 795 572 482 431 399 376 359 345 312 275 250 240 231
23 788 566 476 4.26 3.94 3.71 354 341 3.07 270 245 235 226
24 782 561 472 422 390 3.67 350 336 3.03 266 240 231 221
25 777 557 468 4.18 385 3.63 346 332 299 262 236 227 217
26 772 553 464 4.14 382 359 342 329 296 258 233 223 213
27 768 549 460 4.11 3.78 356 3.39 3.26 293 255 229 220 210
28 764 545 457 4.07 3.75 353 336 3.23 290 252 226 217 2.06
29 760 5.42 454 4.04 3.73 350 333 320 287 249 223 214 2.03
30 756 539 451 4.02 3.70 3.47 330 3.17 284 247 221 211 2.01
40 731 5.18 431 383 351 329 312 299 266 229 2.02 192 1.80
50 7.17 5.06 420 3.72 341 319 3.02 289 256 218 191 180 1.68
60 7.08 498 413 365 3.34 312 295 282 250 212 184 1.73 1.60
120 6.85 4.79 395 348 3.17 296 2.79 266 234 195 166 1.53 1.38
o) 6.63 4.61 3.78 332 3.02 280 264 251 218 1.79 147 1.32 1.00




