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Yiiksek Lisans Tezi

PERIYODIK FONKSIYONLAR ve UYGULAMALARI

Ferhat OZTURK

Atatiirk Universitesi
Egitim Bilimleri Enstitiisii

[Ikdgretim Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Ahmet ISIK

Periyodik fonksiyonlar; matematik alaninda, matematigin uygulama alanlarinda ve
fizik, fizik miihendisligi, elektrik-elektronik miihendisligi, istatistik gibi diger
uygulamali bilimlerde sik¢a kullanilir duruma gelmistir. Periyodik fonksiyonlar bilimsel
olarak da iizerinde c¢ok calisilan ve arastirilan bir konudur. Teknolojinin olusumuna
biiyilk destek saglayan, dolayisiyla insan hayatim1 yakindan etkileyen periyodik
fonksiyonlarin kuramsal temellerinin ve uygulama alanlartyla birlikte bilime katkisinin
aragtirildigi bu c¢aligma; uygulamali matematikte, Ozellikle fizik ve miihendislikte
uygulama alani1 genis olan periyodik fonksiyonlar1 baska bir agidan incelemeyi amaglar.
Calismada ulusal ve uluslararasi alan arastirmasi yapilmis ve tarama modeli
kullanilmistir. Sonu¢ olarak, Fourier analizinde periyodik fonksiyonlarin yogun bir
sekilde kullanilmasiyla olusan ve giinliik hayat1 kolaylastiran bir¢cok uygulama alaninin

oldugu tespit edilmistir.
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ABSTRACT

MS Thesis

PERIODIC FUNCTIONS and THEIR APPLICATIONS
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Supervisor: Prof. Dr. Ahmet ISIK

Periodic functions have become very usable in the field of mathematics, in application
areas of mathematics and in other applied sciences, such as physics, physics
engineering, electric-electronics engineering, and statistics. Periodic functions are also a
subject which is scientifically studied and researched. This study, in which contribution
of periodic functions with their theoretical bases and its areas of application, providing
great support to the formation of technology and so affecting people's lives closely,
aims to investigate periodic functions which have wide applications in applied
mathematics, especially in physics and engineering, from a different perspective. In this
study, a review of national and international resources was performed and survey
method was used. As a result, it was found that in the Fourier analysis there were many
application fields which occurred with intensive use of periodic functions and made life

easier.

2011, 79 pages

Keywords: Function, Periodic Function, Fourier Transform, Fourier Analysis,
Application
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TESEKKUR
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faktorlerin uzaginda kalmis zihinsel aktiviteler, kulaklarda yankilanmadan toprak
olmaya mahkiimdur. Uluslararas1 rekabetin en etkili araclarindan birini olusturan
bilimsel birikim, varlik iddiasini siirdiiren milletlerin vazgecilmez kaynaklar1 arasinda
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1. GIRIS

Kelime anlami bakimindan periyodiklik; belli bir zaman araliginda kendini
tekrarlayan olgular1 ifade eder. Periyodiklik; zaman ekseninde sekillenen insan algisinin
temel yasalarindan belki de birisidir. Insan algisinin zamana yonelik kurgu diizeni
diinyanin hareketlerine gore sekillenmistir. Birbiri ardina siralanan giinler, haftalar,

mevsimler ya da yillar periyodiklik i¢eren algisal olaylardir.

Ancak matematiksel agidan teorik anlam ifade eden periyodik fonksiyonlarin
gercek hayata uyarlanist sanildigi kadar kolay olmamustir. Periyodik fonksiyonlarin
gercek hayatla iligkisinin temelleri Jean Babtiste Joseph Fourier (1768-1830)’in 1822’
de yaymlanan “The Analytical Theory of Heat” (Ismin Analitik Kurami) adh
kitabindaki 1sinin katilarda iletimi prensibine dayandigi sdylenebilir (Bracevvell R. N.,

gev., 1991).

Fourier; dogadaki tiim periyodik fonksiyonlarin, birbirine dik iki farkli periyodik
fonksiyonun artan frekanslardaki degerlerinin toplami seklinde gosterilebilecegini ileri
stirmiistiir. Fourier bu toplamu siniis ve kosiniis fonksiyonlarini kullanarak gostermistir.
Kreyszig (1967) periyodik fonksiyonlarin sinlis ve kosiniis gibi basit periyodik
fonksiyonlar cinsinden gdsteriminin; adi ve kismi diferansiyel denklemleri igeren ¢esitli
problemlerle baglanti kurmada ¢ok gii¢lii bir ara¢ oldugunu ve bu ylizden kullanisli,

biiylik bir 6neme sahip oldugunu ifade etmistir.

Periyodik fonksiyonlarin trigonometrik fonksiyonlarla gosterim fikri, periyodik
olmayan fonksiyonlarin da bu sekilde gdosterilebilme ihtimalini diislindiirmiistiir. Bu
diisiince periyodik olmayan fonksiyonlarin sonsuz periyotlu periyodik bir fonksiyon
olarak ifade edilebilecegi fikrini dogurmustur. Fourier’in ¢aligmalari lizerine insa edilen
yaklagimlarin tiimii Fourier analizi olarak nitelendirilmektedir. Fourier analizinde uzun
zaman alan hesaplamalar, daha sonra gelistirilen bilgisayar destekli ¢esitli algoritmalar
yardimiyla kisa zamana indirgenmistir. Algoritmalarin sagladigt bu kolaylik

miithendisleri Fourier analizi lizerinde daha yogun ¢alismaya tesvik etmistir.

Periyodik fonksiyonlar1 temel alan Fourier analizinde, periyodik fonksiyonlar

teorisi bir ¢cok miithendislik uygulamasinin vazge¢ilmez pargasi haline gelmistir.



Bu calismanin amaci, periyodik fonksiyonlarin kuramsal temellerini farkli bir
acidan inceleyerek, giinliik hayatla biitiinlesen bilimsel ve teknik uygulamalardaki yerini

tespit etmektir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Tammm 2.1. Kesin bir tanim1 yapilamamakla beraber, sezgisel olarak, kiime bazi
Ozelliklere sahip nesnelerin bir toplulugu, bir sifi, bir koleksiyonu olarak
diisiiniilebilir. Kiimeyi meydana getiren nesnelere kiimenin elemanlar1 ad1 verilir (Balci,

1999).

Tamm 2.2. Elemanlari reel sayilar olan kiimelere lineer nokta kiimeleri denir (Balci,

1999).

Tamm 2.3. A4 bir lineer nokta kiimesi olsun. Eger A4 kiimesinin her x eleman igin
X 2 a bagintisin1 saglayan bir a sayist varsa A kiimesine alttan sinirli bir kiime denir
ve a sayisina da 4 kiimesinin bir alt sinir1 ad1 verilir. Benzer olarak, eger 4 nin her x
elemant i¢in x < b olacak sekilde bir b reel sayisi varsa 4 kiimesine iistten sinirli bir
kiime ve b sayisina da 4 kiimesinin bir iist sinir1 adi verilir. Alttan ve iistten sinirh

kiimelere kisaca sinirli kiimeler denir (Balci, 1999).

Tamm 2.4. A4 reel sayilar kiimesinin {istten sinirlt bir alt kiimesi ise 4 kiimesinin {ist
sinirlarinin en kiicligiine 4 kiimesinin en kii¢lik iist sinir1 veya supremumu denir ve

sup A ya da ekiis4 ile gosterilir. 4 reel sayilar kiimesinin alttan sinirli bir alt kiimesi

ise A kiimesinin alt sinirlarinin en biiyligline 4 nin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu

denir ve inf 4 ya da ebasA ile gosterilir (Balci, 1999).

Tanmm 2.5. 4 ve B bostan farkli birer kiime olmak iizere,
A><B={(x,y):xeA ve yeB}
ile tanimlanan kiimeye A ile B nin kartezyen carpimi kiimesi denir ve Ax B ile

gosterilir (Isik, 2002).

Tanmm 2.6. 4x B kiimesinin herhangi bir alt kiimesine 4 dan B ye bir bagint1 denir

ve [ ile gosterilir. Eger A=B ise A dan B ye bir bagintiya kisaca 4 da bir baginti
denir (Isik, 2002).

Tamm 2.7. 4 ve B iki kiime olsun. 4 dan B ye olan bir f bagintis1 asagidaki
Ozelliklere sahipse f ye A dan B ye bir fonksiyondur denir.



1. Her x € 4 igin (x, y)e f olacak sekilde B de en az bir y elemani vardir.

il. (x,y)e f ve (x,z)e f = y =z dir (Balci, 1999).

Tamm 2.8. Bir f(x) fonksiyonu igin; eger f(—x)=—f(x) ise f(x) e tek fonksiyon,
eger [ (— x) =f (x) ise f (x) e ¢ift fonksiyon denir (Spiegel, 1991).

Tammm 2.9. R; reel sayilar kiimesini gostermek iizere, C ={(x, y):x, yeR} sirali

ciftlerinin kiimesini alalim. Bu kiime {izerinde sirasiyla esitlik, toplama ve carpma diye

adlandirilan islemler,
L (X, 01)=(%3,0,) & X =X, 0 =),
i (xp, 01) + (X3, 7)) = (X + %5, +3,)
i (xy, ¥1)-(xX2,32) = (X)X = Y1.V5, X105 + 1.X3)
bigiminde tanimlanmis olsun. Uzerindeki bu islemlerle birlikte diisiiniildiigiinde, C ye

karmasik sayilar kiimesi denir (Baskan, 2005).

Tanim 2.10. Reel degerli fonksiyonlar yardimiyla,
expz=e” =" =e"(cos y +isin y)

olarak verilen fonksiyona iistel fonksiyon denir (Ocak, 2005).

Tanim 2.11. 6 > 0 herhangi bir reel say1 ve a € R olmak {izere;
K:{xeR:|x—a|<5}
kiimesine ¢ nin & komsulugu denir. K'=K\{a} kiimesine de ¢ min & delinmis

komsulugu denir (Kadioglu ve Kamali, 2003).

Tamm 2.12. 4 < R ve a € R olsun. Eger a nin her delinmis komsulugu 4 kiimesinin
en az bir elemanini ihtiva ediyorsa a € R ye A kiimesinin yigilma noktas1 denir. 4
kiimesinin yi1gilma noktalarindan olusan kiimeye A kiimesinin yigilma noktalarinin

kiimesi denir (Kadioglu ve Kamali, 2003).

Tamm 2.13. Ac R, f:A— R bir fonksiyon ve a, 4 nin yigilma noktas1 olsun. Her
>0 i¢cin 0< |x - a| < ¢ oldugunda |f(x)— L| < ¢ olacak sekilde o = 5(5) >0 sayisi

varsa x, a ya yaklasirken f (x) fonksiyonunun limiti L dir denir ve



lim f(x)=L

x—a

olarak yazilir (Kadioglu ve Kamali, 2003).

Tamm 2.14. Ac R, f(x): 4— R bir fonksiyon ve a € 4 olsun.
lim f(x)= f(a)
xX—>a
ise f (x) fonksiyonu a noktasinda stireklidir denir. Eger f (x) fonksiyonu A4

kiimesinin her noktasinda siirekli ise fonksiyon A iizerinde siireklidir denir (Balci,

1999).

Tamm 2.15. f (x) fonksiyonu [a,b] kapal1 araliginin sonlu sayidaki noktasi hari¢ diger

noktalarinda siirekli ve ayrica tanimsiz ya da siireksiz oldugu sonlu sayidaki noktalarda
sag ve sol limitleri varsa, f (x) fonksiyonuna [a,b] kapal1 araliginda pargali siireklidir

denir (Bayram, 2009).

Tamm 2.16. [ (x) fonksiyonu bir D bolgesinde tanimlanmis olsun. Her ¢ > 0 sayisina

karsilik yalmz & a bagh bir 5(8) >0 sayist,

X —x2| < 5(5) esitsizligini saglayan tiim
X;,X, € D ler igin | f (xl)— f (le < ¢ esitsizligi saglaniyorsa f (x) e, D bolgesinde

diizgiin siirekli fonksiyon denir (Halilov, Hasanoglu ve Can, 2002).

Tamm 2.17. Ac R, x,€ 4, x,, A nn bir yigilma noktast ve f(x): 4— R ye bir

fonksiyon olsun. Eger,

lim
)C*))CO X — xo

limiti veya x = x,, + 4 i¢in elde edilen

lim S o +h)= f(x)

h—0 h

limiti varsa f(x) fonksiyonu x, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve bu limit f(x) in

x, noktasindaki tiirevi adini alir. Bu tiirev

7a), L83y,

sembollerinden biri ile gosterilir (Balct, 1999).



Tamm 2.18. C keyfi bir sabit olmak iizere, tiirevi f(x) olan F(x) ifadesine f(x) in

belirsiz integrali ve C ye integrasyon sabiti denir. Bu ifade,

J‘f(x)dx:F(x)+C

seklinde gosterilir (Balci, 1999).

Tanim 2.19. f: [a,b] — R fonksiyonu sinirlt olsun. Eger

f(x)dx = jzf(x)dx =1

1R C—y O~

ise f (x) fonksiyonu [a,b] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilirdir denir ve
fonksiyonun bu integrali

j £(x)dx

a

ile gosterilir (Balci, 1999).

Tamm: 2.20. Ac R ve F(A4) da A iizerinde tanimli, reel degerli fonksiyonlarin
kiimesi olsun.

s:N— F(4)
seklinde tanimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi veya degisken terimli dizi ad1

verilir (Balci, 1997).

Tamm 2.21. (a, ) dizisi verilmis olsun. Genel terimi

S,=a,+a,+..+a,
seklinde tanimlanan (sn) dizisini goz oniine alalim. ((an ), (sn )) ikilisine seri denir. a,
terimine serinin genel terimi, (s,) dizisine de serinin kismi toplamlar dizisi denir.

(Balci, 1997). Seriyi gostermek igin,

n

o0
a+ay+..+a,+..=).a
n=l1

veya
a+ay+..+a,+..=).a

n

kullanilir (Kadioglu ve Kamali, 2003).



Tanim 2.22. Zan serisi ve bu serinin (s,) kismi toplamlar dizisi verilsin. Eger (s, )

n=1

0
kismi toplamlar dizisi bir s sayisina yakinsiyorsa Zan serisi de s sayisina yakinsiyor

n=1

denir ve

e
Sa,=s
n=1

olarak yazilir. Bu s sayisina serinin toplami denir. Bir sayiya yakinsayan seriye

yakinsak seri, yakinsak olmayan seriye ise 1raksak seri denir. (Kadioglu ve Kamali,

2003).

Tanmmm 2.23. Her ¢ >0 i¢in dn, dyle ki Van>n, ve Vxe 4 icin |fn(x)—f(x)|<5

oluyorsa ( fn) dizisi f (x) fonksiyonuna Aiizerinde diizgiin yakinsaktir denir (Balci,

1997).

Tammm 2.24. Bagimsiz degiskenleri, bu degiskenlerin fonksiyonlarmi ve bu

fonksiyonlarin tlirevlerini ihtiva eden bir bagintiya diferansiyel denklem denir (Yildiz,

1998).



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Periyodik Fonksiyonlar

Periyodik fonksiyonlar reel degiskenli ve kompleks degiskenli fonksiyonlar olarak

iki baslik altinda incelenebilir.

3.1.1. Reel degiskenli periyodik fonksiyonlar

Tamm 3.1. D < R olmak iizere, f : D — R fonksiyonunda, Vxe D i¢in, x+7 € D
ve f (x+T )= f (x) sartlarin1 saglayan sifirdan farkli bir 7' reel sayis1 varsa, f (x)
fonksiyonuna periyodik fonksiyon denir. 7 sayismna da f (x) fonksiyonunun bir

periyodu denir (Aydin, 1999).

Tanim 3.2. Vx e D i¢in, f (x + 6) =f (x) sartin1 saglayan ¢ = 0 sayilarindan en kiigiik

ve pozitif olanma f (x) fonksiyonunun esas periyodu denir (Nasibov ve Kagar, 2008).

Periyodik fonksiyonlar genellikle trigonometrik fonksiyonlar1 ¢agristirir. Ciinkii
trigonometrik fonksiyonlar en ¢ok bilinen periyodik fonksiyonlardir. Ornegin sin x,
cosx, tanx,... gibi. Ancak periyodik fonksiyonlar sadece trigonometrik

fonksiyonlardan olusmaz. Ornegin;

i f: [0,1] —>R, f (x) = x” fonksiyonu ¢ =1 periyodu ile periyodik fonksiyondur.

Ay

y N

-1 0

\ 4

Sekil 3.1. f(x)= x” grafigi (Nasibov ve Kacar, 2008)

ii. f: [— 1,1] —>R, f (x) = |x| fonksiyonu ¢ =2 periyodu ile periyodik fonksiyondur.



AY

A

Sekil 3.2. f (x) = |x| grafigi (Nasibov ve Kacar, 2008)

Bir fonksiyonun ¢ periyotlu olmasi, o fonksiyonun grafiginin her ¢ uzunluklu
aralikta ayni sekilde olmasi1 demektir. Yani ¢ uzunluklu aralikta mevcut olan grafik, o

aralik 6ncesi ve sonrasinda bulunan ¢ uzunluklu araliklara kaydirilabilir.

AY
/()

v

A

v 14 l 14

Sekil 3.3. Temsili grafik (Nasibov ve Kacar, 2008)

O halde periyodik fonksiyonlar1 incelerken orijine yakin olan ¢ uzunluklu aralikta

inceleme yapmak daha uygundur (Nasibov ve Kagar, 2008).

Bir fonksiyon periyodik olabilir ama esas periyodu bulunmayabilir (Berker, 1993).
Ornegin;
i. y(x) =c sabit fonksiyonu, biitiin reel sayilar kiimesinde tanimlanmistir ve

periyodiktir. Yani 7' reel sayisi igin, y(x +T ) = ¢ esitligi yazilir. Fakat bu 7' sayilarinin

en kiiciik bir pozitif degeri mevcut degildir (Halilov vd 2002).
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. D( ) I, xeQ ise
ii. D(x)=
0, xgQ ise

seklinde tanimlanan fonksiyona Dirichlet fonksiyonu denir. Gorildigii gibi, bu
fonksiyon periyodiktir ve her r rasyonel sayist bu fonksiyonun bir periyodudur.
Gergekten, once x in rasyonel bir say1 oldugunu varsayalim; bdyle olunca x +r sayisi
da rasyoneldir ve bunun sonucu olarak D(x + r) =1 dir; o halde her x rasyonel sayisi
icin, D(x+r): D(x) dir. Simdi x in bir irrasyonel say1 oldugunu varsayalim, boyle
olunca x +r sayisi da irrasyoneldir ve bunun sonucu olarak, D(x+7)=0 dir; bu halde
de D(x+r)=D(x) dir. Dolayisiyla x ister rasyonel olsun ister irrasyonel olsun,
D(x + r) = D(x) dir, yani her » rasyonel sayist D nin bir periyodudur. Bu yapilanlara
gore Dirichlet fonksiyonunun pozitif periyotlari, rasyonel ve pozitif sayilarin tiimiidiir.

Oysaki rasyonel ve pozitif sayilarin en kiigiigii yoktur, ¢iinkii 7, rasyonel ve pozitif bir

h

sayl1 ise, de rasyonel ve pozitif bir sayidir ve %1< r; dir. Dolayisiyla Dirichlet

fonksiyonu periyodiktir ama esas periyodu yoktur (Berker, 1993).

Teorem 3.1. Dc R, f:D— R olmak lizere f (x) fonksiyonu periyodik ve esas
periyodu 7 ise, bu fonksiyonun biitlin periyotlart n = F1, ¥ 2,... olmak iizere, p =nT

seklindedir.

Ispat: p sayis;, f (x) fonksiyonunun herhangi bir periyodu ve 7 sayisinin p den
biiylik olmayan en biiyilik tam kat1 n7 olsun; n tamsayisi,
nT<p<(n+1)T (3.1)
esitsizligini saglar. Once n = 0 oldugunu varsayalim; (3.1) esitsizligi
0<p<T (3.2)
olur; 7' esas periyodu pozitif periyotlarin en kii¢iigli oldugundan, 0 < p < T olamaz;
diger taraftan periyodik fonksiyon tamimindan p #0 dir. Oyleyse, (3.2) esitsizligi
saglanmaz, yani n=0 olamaz ve n sayisi {$ 1,$2,...} kiimesindeki sayilardan biri

olmalidir.

(3.1) esitsizliginden
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0<p-nT<T (3.3)
esitsizligi elde edilir. p —nT sayisi, f (x) fonksiyonunun bir periyodudur ¢iinkii
flx+p=nT)= f(x+p)=f(x)
esitligi saglanir. (3.3) esitsizliginden dolayr p —nT >0 ve p—nT <T olmalidir. Oysa,

f (x) fonksiyonunun en kii¢iik pozitif periyodu 7 dir; o halde p—nT =0, yani
p =nT olmalidir (Berker, 1993).

Teorem 3.2. f: R — R fonksiyonunda Vx e R i¢in f (x +T ) =f (x) sartin1 saglayan

T reel sayilarinin kiimesi,
P={T:VxeR icin f(x+T)=f(x)}
olsun. Bu durumda,
i. 7,,T,ePise T,+T,e€P veT,-T P dir.
ii. ebasP =/ ve (>0 ise ¢ € P dir.
Ispat:
i. 7,T, € P oldugundan, f(x+7,)= f(x) dir. Bu esitlikte, x yerine x + 7, konularak

fx+7)+7,)= f(x+T)= f(x)

ya da
S+ (T +1,)= £(x)
bulunur. Oyleyse T, + T, € P dir.
f(x+7,)= f(x) esitliginde x yerine x — T, konularak
fc-T)+T,)=f(x-T))

ya da

S+, -1))= f(x-T)
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elde edilir.
f(x) fonksiyonunda f(x)= f(x+7,) oldugundan, bu esitlikte x yerine x-T,
konuldugunda
f=T)=f(x=T+7)= f(x)
bulunur. Buna gére
S+ (T, -T))= f(x=T)= £(x)

oldugundan, 7, —T; € P dir.

ii. ebasP=/0 ve (>0 ise VI eP i¢in (<T dir. VT € P i¢in /<T oldugunu

varsayalim. Bu halde, ¢ ¢ P dir. ebasP =( oldugundan, Ve e R" i¢in (<T </l+¢
olacak sekilde P kiimesinin en az bir 7 elemam vardir. /<7 </+¢& kosulunu

saglayan T lerin en kii¢iigli 7, olsun. 0 <& <7, —/ olacak sekilde segecegimiz &
sayist i¢cin /+¢& <7, olur. Bu durumda, V7 € P i¢in, {+&<T dir. Bu ise ¢ nin

ebasP olmasima aykiridir. Oyleyse ¢ € P dir (Aydin, 1999).
3.1.2. Kompleks degiskenli periyodik fonksiyonlar

Tamm 3.3. C kompleks sayilar kiimesi olmak tlizere, D — C bolgesinde tanimlanmis

bir f(z) fonksiyonu ve en az bir 2w kompleks sayis1 i¢in z, =z, =m2w (meZ)
olmak lizere Vz,,z, € D i¢in f(z;)= f(z,) ise bu durumda f(z) ye 2w periyoduna
gore periyodik fonksiyon denir (Dutta ve Debnath, 1965; Isik, 1987).

Teorem 3.3. Eger 2w, f(z) fonksiyonunun periyodu ise m € Z olmak iizere m2w de

f(z) fonksiyonunun periyodudur.
Ispat:

i. m herhangi bir pozitif tamsay1 olsun. Bu durumda,
fz+m2w)= f(z+(m—1)2w+2w)

=f(z+(m—-1)2w)
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=f(z+(m—-2)2w+2w)

=f(z+(m—-2)2w)

bulunur.

ii. m herhangi bir negatif tamsay1 olsun.
Bu durumda

f(z=m2w)= f(z—m2w+m2w) = f(z)

bulunur ve bu sekildeki periyotlarin Q = {m2w} kiimesi sonsuzdur (Dutta ve Debnath,

1965).

Teorem 3.4. Eger bir f(z) periyodik fonksiyonunun periyotlarinim bir kiimesi {2w,,

2w, ,2w, ...} 1se 2mr 2w, m, € Z toplam1 da bu fonksiyonun bir periyodudur.

r=1

Ispat:
fz+Y m2w) = f(z+ D m, 2w, +m2w,)
r=I1 r=2
= f(z+)_ m,2w,)
r=2
= f(z+)_m.2w, + m,2w,)
r=3

=f(z+ im,,Zw,)
r=3

1l
~
~~

N
p—a
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bulunur (Dutta ve Debnath, 1965).

Herhangi bir say1 sabit bir fonksiyonun periyodu olarak alinabilir (Dutta ve

Debnath, 1965).

Teorem 3.5. Eger f(z) ve g(z) aynt periyotlu periyodik fonksiyonlar ise

f(2)Fg(z), f(z).g(z) ve &, (g(z) #0) periyodik fonksiyonlar1 da aym

g(2)
periyotludur. (Dutta ve Debnath, 1965).
Teorem 3.6. Bir periyodik fonksiyonun tiirevi de ayni periyot veya periyotlarla

periyodik fonksiyondur.

Ispat: f(z), 2w periyotlu bir periyodik fonksiyon olsun. Periyodik fonksiyonlarmn

tanimindan

fE+2w) = f(2)
yazilir.
Buradan

f'(z+2w)=f'(2)

olur (Dutta ve Debnath, 1965).

Tamm 3.4. Periyotlar1 2w, seklinde ifade edilebilen bir f(z) periyodik fonksiyonuna

basit periyodik fonksiyon ve 2w, e de f(z) fonksiyonunun esas periyodu denir (Dutta

ve Debnath, 1965; Isik, 1987).

Tamm 3.5. Bir basit periyodik fonksiyonun esas periyodu (2w1) tarafindan olusturulan

serit, periyot seridi olarak ifade edilir (Dutta ve Debnath, 1965).

Tamm 3.6. 0 ve 2w, ya da —w, ve w, noktalarindan gecen iki paralel dogrular

arasinda kalan seride esas periyot-seridi denir (Dutta ve Debnath, 1965).

Kolaylik olmasi agisindan; periyodik fonksiyonlarin incelenmesini herhangi bir

periyot seridine sinirlamak yeterlidir (Dutta ve Debnath, 1965).
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3.2. Fourier Serileri

Fransiz fizik¢i ve matematik¢i J. B. Joseph Fourier tarafindan 1807’de tanimlanan
Fourier serileri; teorisinin zorluguna karsi uygulamalar1 kolay olan, fizik ve
miithendislikte pek cok uygulama alani bulunan Onemli serilerden biridir. Fizikte
elektromanyetik teori, kuantum teorisi, 1s1 teorisi, akustik, elektronik gibi g¢esitli
alanlardaki uygulamalarda, adi ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde ¢ogu
kez Fourier serileriyle karsilagilir. Fourier serileri, periyodik fonksiyonlarin 6zellikleri
1yi bilinen siniis ve kosiniis fonksiyonlar1 cinsinden yeniden yazilmasindan ibarettir ve

bu yazilimin 6nemi 6zellikle uygulamada kendini gostermektedir. Ciinkii bir tek frekans

wt

veya dalga sayis1 iceren ™ veya sin wt seklindeki periyodik ve siniizoidal (harmonik)

fonksiyonlarla ugrasmanin kolayliklarina karsi, pek cok olayda periyodik olmakla
birlikte zamana gore siniizoidal olmayan biiyiikliiklerle de ugrasmak zorunda kalinir.
Iste bu gibi durumlarda karsilasilan matematiksel problemler, periyodik fonksiyonlarin

Fourier serisine agilmasiyla agilir (Onem, 1998).

Tamm 3.7. 27 periyotlu bir f(x) fonksiyonu; (— 7z,7z) araliginda tek degerli, siirekli

veya parcali siirekli ve bir periyot araliginda sonlu sayida maksimum ve minimuma

sahip, ayrica f(x) in mutlak degerinin [—7, 7] araligindaki integrali
I|f(x)|dx = sonlu < o

ise f(x) Dirichlet kosullarmi sagliyor denir (Onem, 1998).

Tammm 3.8. 27 periyotlu bir f(x) fonksiyonu Dirichlet kosullarini sagliyorsa

trigonometrik bir seri ile gosterilebilir.

f(x) > + i (a, cosnx + b, sin nx)

n=1
seklinde olan bu seriye Fourier serisi denir (Yarasa, 1976).

Teorem 3.7. Eger m ve n pozitif tamsay1 ise



olur.
ispat:
i. Eger m #n ise,

T

J

i/

bulunur.

Eger m=n ise,

16

i 0, m=#n
'[cos mxcosnxdx =

i T, Mm=n
< ) 0, m#n
Ism mx sin nxdx =

i T, m=n

J-sin mxcosnxdx =0

COS mx cos nxdx = % I [cos(m — n)x + cos(m + n)x]dx

T

1

2

-7

{sin

(m=n)s sm(mm)x}

m-—n m+n

T

2
_[ COS mx CoS nxdx = Icos mxdx

-

-

V4

= % I(l +c0s 2mx )dx

T

=T

=0
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I
S

1 sin2mx)”
=—| x+
2 2m

olur.
ii. Eger m #n ise,
J.sin mxsinnxdx = % I[cos(m —n)x —cos(m +n)xpix

- -

/4

1 [sin(m—n)x ~ sin(m+n)x}

2 m—n m+n .
=0
olur.
Eger m=n ise,
x x
J-sin mx sin nxdx = J-sin * mxdx
e e

= % J.(l — c0s 2mx )dx

1( sin2mxj”
=—| X—
2 2m

-

olarak bulunur.
iii. Eger m # n ise,

Isin mx cos nxdx = % I[sin(m +n)x +sin(m —n)x px

/2 -



olur.

Eger m=n ise,

18

T

_ l{_ cos(m +n)x _cos(m- n)x}

2 m+n m—n .
=0
V4 V4
Isin mx cos nxdx = I sin mx cos mxdx
- -

T

B sin? mx
2m

olarak bulunur (Dénmez, 1996).

3.2.1. Fourier serilerinin katsayilari

27 periyotlu f(x) fonksiyonu (— 7z,7z) araliginda yakinsak

f(x)= 612—°+ i(an cosnx +b, sinnx)
n=1

trigonometrik serisi ile temsil edilmis olsun.

Birinci taraftaki fonksiyonun integrali (3.4) esitliginin sag tarafindaki serinin

terimlerinin integrallerinin toplamina esit oldugundan, bu seride tanimlanan a,,a, ve

b, katsayilar1 hesaplanabilir.

[lk olarak a, katsayisini hesaplamak igin (3.4) esitliginin her iki tarafinin — 7 den + 7

ye kadar terim terim integralleri alinirsa,

ijif(x)dx = Ia—;dx+:zl a, J.

+

+
cosnxdx+b, '[sin nxdx

- -
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elde edilir. ikinci taraftaki her bir integral hesaplanirsa,

J.a—odx =,
o2
Icos nxdx = 20 g
- n —r
J-sin nxdx =S8 g
- h -7
elde edilir. Buna gore,
[ £ Gdx = ma,
olur. Buradan
1 +7
a, =— J.f(x)dx (3.5)
4 -

bulunur.

k #0 icin (3.4) esitliginin her iki tarafini terim terim coskx ile ¢arpilirsa

f(x)coskx = a?(’coskx + i(an cosnx coskx + b, sin nx cos kx)

n=1
elde edilir. Esitligin her iki tarafinin — 7z den + 7 ye kadar integrali alinirsa,

If(x)cos kxdx = 612—0 Icos kxdx + i(an Icos nxcoskxdx+b, Isin 11X COS kxdxj
z - n=l1 —r -

olur. Bu esitlikte ikinci taraftaki terimlerden a, katsayili olani hari¢ hepsi Teorem 3.7.

geregince sifir olacagindan,
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If(x)coskxdx =a, Icosz kxdx = ma,

- -

olur. Buradan
a =1 [ £(x)cos kexdx (3.6)
4 -

elde edilir.
b, katsayisin belirlemek icin de (3.4) esitliginin her iki tarafi sinkx ile ¢arpilarak her

bir terimin — 7 den + 7 ye kadar integralleri hesaplanirsa,

Jf(x)sin kxdx = 612—0 J‘sin kxdx + i(an Icos nxsinkxdx+b, J‘sin nxsin kxdx]
- - n=1

- -

elde edilir. Buradan da ikinci taraftaki terimlerden b, katsayili olani hari¢ hepsi Teorem

3.7. geregince sifir olacagindan,
T £ (x)sin kxdx = b, Tsinz foxdx = 7,
olur. Buradan da
b, = lT £(x)sin kxdx (3.7)
T

elde edilir.

(3.5),(3.6),(3.7) formiilleri ile tammli katsayilara f(x) fonksiyonunun Fourier
katsayilari ve bu katsayilarla olusturulmus (3.4) trigonometrik serisine de f(x)

fonksiyonunun Fourier serisi denir (Karadeniz, 2000).

Tanimm 3.9. f (x) fonksiyonu [0, 7z] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun.
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a, = %J-f(x)cos kxdx
0

olmak tizere,
f(x):a—°+2ak cos kx
2 o

serisine f (x) fonksiyonunun Fourier kosiniis serisi denir (Bayram, 2009).

Tamm 3.10. f (x) fonksiyonu [O, 72'] araliginda integrallenebilir bir fonksiyon olsun.

b =2 [ £ (x)sin edx
4 0

olmak iizere,

flx)= ibk sin ko
k=1

serisine f (x) fonksiyonunun Fourier siniis serisi denir (Bayram, 2009).

3.2.2. Yarim arahkta Fourier acilim

(0,7;) araliginda tanimlanmig herhangi bir fonksiyon (0,7[) araliginda yalniz kosiniis

terimlerini kapsayan Fourier kosiniis serisi ile gosterilebilecegi gibi, yalniz siniis

terimlerini kapsayan Fourier siniis serisi ile de gosterilebilir. $oyle ki; (0,7[) araliginda

tanimlanan f (x) fonksiyonu (— 72',0) aralifina y-eksenine gore simetrigi alinarak cift

fonksiyon olacak sekilde uzatilir. Bdylece (— 7[,7[) araliginda 27z periyotlu c¢ift

fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyon kosiniis serisi ile gosterilir. Benzer olarak (0,7[)

araliginda tanimlanmis olan f° (x) fonksiyonu (— 7r,0) araligina orijine gore simetrigi

aliarak uzatilirsa (— 7z,7r) araliginda 27 periyotlu tek fonksiyon olacagindan bu

fonksiyon siniis serisi ile gosterilir (Yarasa, 1976).
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3.2.3. Fourier serilerinin yakinsakhgi

Teorem 3.8. f (x) fonksiyonu 27 periyodu ile periyodik bir fonksiyon ve f ’(x) tiirevi
[— T, 7z] kapal1 araliginda parcali siirekli ise, f (x) fonksiyonunun Fourier serisi her bir
X, icin;

S (xg =0)+ /(3 +0)
2

degerine yakinsar yani a,,a,veb, f (x) fonksiyonunun Fourier katsayilar1 olmak tizere

Sao+ Y. ay coskvy + b sinksy) =2 /(v ~0)+ /(x, +0]
k=1
dir.

ispat: f(x) fonksiyonunun a,,a, ve b, katsayih Fourier serisi

a, + i(ak cos ko + b, sin kx )
k=1

| —

olmak lizere, her n € N ve x, sabiti i¢in,

sn(xo)zéao + > (ay coskr + b sin kxp) (3.8)
k

=1

lim sn(xo)Z%[f(xo —0)+ f(xy +0)]

n—>0

oldugunu gosterelim. Simdi (3.8) de a,, a, ve b, katsayilarim yerlerine yazalim.

s,(xy)= %[% ]Zf(x)dxj + kzn; H% ]Zf(x)cos kxdxj cos kx, + (% 'Tf(x)sin kxdx] sin kxo}
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= 1 T f(x)%dx + 2[%[ Tf(x)coskxcos kxodx] +%( Tf(x)sinkxsin kxodxﬂ

- 1 ]T‘ f(x)%dx + Zn:l{ T(f(x)coskxcosloco + f(x)sinkxsin kx, )dx}
4 - k=1 7 -

=l flx ldx+l S f(x)cos kx cos kx,, + sin kx sin kx,, |dx
. 5 0 0

=1_

=

- ]r f(x)ldx+ y T £(x)cos(kox — ko, )dx
S

é Tﬂf ()L e+ T L" cos(kx — kx, )} f(x)dx}

n

=% ]Z f(x){%+k200sk(x—xo)}dx =%_Tf(x)Fn(x—x0)dx

=1

_4 _T” £(xo +u)F, (u)du -1 ]T‘f(xo + u)F, (u)du
7[—)60—72' gt

52 (a0)=1 [ sy + ) (ke

T 0
olur. Her ne N i¢in J‘Fn (x)elx :% ve j F,(x)dx :% oldugundan;
0 _

T

52 x0) = 3 [ g =0) £y + O =~ [ 1y + ), (kv — £y ~0)= 2 £y +0)
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COS nx
dx

sin nx +

(x0 +x)— f(x,—-0)

X 17 f
= cos —sin nxdx + — I cos nxdx
e X sinf T 2
2
X
+ljf(x0 +x)= /(% +0) 2 cosisinnxdx+ijf(x° +x)= /(% +O)cosnxdx
Ty X 7T 2

. X
sin —
2

x
0 = 0
1 j Sl +x)=flx=0) 2 cos> |sin nxdx + I f(x0+x)_f(x°_0)cosnxdx
T X . X 2
“x sin — -7
2
*
+J. S +x)=f(x, +0) 2 cos> sinnxa’x+J.f(x0+x)_f(x0+O)cosnxdx
X X 2
0 smE 0

) L0t )=l +0)

olarak ifade edilen, ¢, @,, ¢, ve ¢, fonksiyonlar: sirasiyla [-7,0], [~ 7,0], [0,7] ve
[0,7[] araliklarinda pargali siirekli ve integrallenebilirdir. Eger f (x) fonksiyonu verilen

bir [a,b] araliginda integrallenebilirse,
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n—>0

b
lim .[f(x)cos nxdx =0

olacagindan,

T Va

.[ ¢, (x)sinnxdx =0  ve J.¢4 (x)cos nxdx = 0
0 0

olur. Boylece,

n—»o0

im 5 (50) =317 ~0) .1y -0

0 0 T T
= lim {l{ J ¢, (x)sin nxdx + J‘ ¢, (x)cos nxdx + J¢3 (x)sin nxdx + I¢4 (x)cos nxdx”
e - - 0 0
=0+0+0+0=0

bulunur. Buradan,

im s, (1) =3 [/, 0) + 7 + O]

n—o0
elde edilir. Buda f (x) fonksiyonunun Fourier serisinin x, noktasinda

SLrteo =00+ £, +0)]

degerine yakinsamasi anlamina gelir. Yani

N | =

a, +i(ak cos kx, +b, sinkxo):%[f(xo —0)+ f(x, +0)]
k=1

olmas1 demektir. Boylece ispat tamamlanmig olur (Bayram, 2009).
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Teorem 3.9. (yakinsakhk kosulu): f(x) ve f'(x) tiirevi (~7,7) araliginda parcali
sirekli ise f (x) fonksiyonunun Fourier serisi her bir xe(— 7[,7:) icin,

flx+)= %1_r>r(1) £ (o + 1) olmak iizere;

Sx+)+f(x-)
2

degerine yakinsar ve x =¥ i¢in,

f(z+)+flz-)
2

degerine yakinsar. Yani x € (— T, 7z) icin,

(xr+)+f(x-)
2

N /
a, + Z [a, cosnx + b, sin nx]|=
n=1

N | —

elde edilir ve buradan,

w+ 3l cry]- Lot s )

2

1
2

n=l1
yazilir.

ispat: f(x) fonksiyonunun tamimli oldugu her bir xe(-z,7) icin g,(x)= f(x)
yazalim. Simdi g, (x) fonksiyonunu g, (x): g(x+2k7r) seklinde periyodik (burada

periyot 27 dir) olarak g(x) fonksiyonuna genisletelim. Vx igin,

glx+)+glx-)
2

lao + i [an cosnx + b, sin nx] =

n=1

olur. Burada a,,a, ve b,, g(x) fonksiyonunun Fourier katsayilaridir ve f(x)

fonksiyonunun Fourier katsayilari ile aynidir. Dolayisiyla f (x) fonksiyonunun Fourier

serisi her x € R i¢in,
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a, + i [a, cos nx + b, sin nx]=

n=1

glx+)+glx-)
2

1
2
esitligini saglar. x e (- 7, 7) icin, g(x—)= f(x—) ve g(x+)= f(x+) oldugundan,

%ao +i[an cosnx +b, sin nx|= A

(r+)+/(x-)
2

n=1
yazilir. x =7 olsun. g(x) in periyodikliginden,

glr+)=glz-27+)=gl-7+)=f(-7+)
elde edilir. Boylece,

%ao +§:[an cosnzw+b, sinnﬂ]:%ao +ian(_1)n :f(—ﬂ+)2+f(7z—)

n=1 n=1

yazilir. Benzer sekilde x = —7 oldugunda

gl-r-)=gl-z+27-)=glzr-)=f(z-)

olacagindan,

%ao +i[an cosn(—;r)ern sinn(—;r)]z%ao +ian(— 1)” =f(_7z+)2+ f(ﬂ _)
n=1 n=1

elde edilir. Bu da teoremin ispatidir (Bayram, 2009).

Teorem 3.10. [-7,7]| araliginda integrallenebilir bir f(x) fonksiyonunun Fourier

serisinin bir x, noktasinda bir s sayisina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

tim J7(xy )+ /o =)= 25J ek =0

olmasidir.
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ispat: f(x) fonksiyonunun Fourier katsayilart a,,a, ve b, olmak iizere f(x)

fonksiyonunun Fourier serisinin 7 + 1. kismi toplamu;

sn(xo): %ao + Zn:(ak cos kx, + b, sinkxo)
k=1

olsun. Bu durumda,

s, (x,) :—.[fonrx) ' (x)dx =0

-

olur. Boylece,
s, (xy)— :—J‘fx0+x ), (x)dx — s

0

J-f(onrx) dx+J.f (xo +x)F, (x )dx}—s

N |-

:%_—]{ f(xo—t) dt+.[f x0+x) ( )dx}—s
Ut s+

[f(xo = x)+ f(xg + x)-25]F, (x)dx]

S =y

1
T

elde edilir. Bu da teoremin ispatidir (Bayram, 2009).

Teorem 3.11. f(x) fonksiyonu [~ 7z, 7| araliginda tiirevlenebilir olsun. f(x) in, f"(x)
tiirev fonksiyonu [— T, 7z] araliginda parcali siirekli ve f (— 7r)= f (7[) oluyorsa f (x)

fonksiyonunun Fourier serisi [— T, 7[] araliginda f (x) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.
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ispat: f(x) fonksiyonunun Fourier katsayilarmi a,, b, ile ve f'(x) tirev

n’

fonksiyonunun Fourier katsayilarini da a, b, ile gosterelim. Bu durumda her 7 igin,

n’ n

4y == [ f(e)cosmudx ; u=f(x) = du=flxhv, cosnxdr=dv = =12
7 "
_ l[(f(x) sin l’lXj _ I sin nx f/(x)dx}
7 n X=—7 -7 n
:—ll J- f'(x)sinnxdxz—lb,', = a, :—lbz;
nrw* n n
elde edilir ve
b, -1 ,ff(X)sin nxdx s u=f(x) = du=f(x)dx, sinnxdx=dv = v=- —
7 "

o ]r P (x)(_ coi nxj dx}

——J‘f’()c)cosnxa’x:la,’1 = b,=—a,
nrw* n n

bulunur. Béylece, her n i¢in b} =—na, ve a. =nb, elde edilir. (a|) ve (b)) dizileri

f '(x) fonksiyonunun Fourier katsayilar1 oldugundan,

0 !

Sl ve S
n=11 1 n=1117
serileri yakinsaktir.
b a
— n —_ n
@, ==t ve [B,[ ===
n n
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oldugundan, bunlarin serileri yakinsaktir. Dolayisiyla yakinsak iki serinin toplami olan,

A

3
—_

serisi yakinsaktir. Her n ve Vx € [- 7, 7] igin,

3 (la, +5,)

n=1

serisi yakmsaktir. Her n ve Vx e [- 7, 7] igin,
|an cosnx + b, sin nx| < |an cos nx| + |bn sin nx| = |an ||cos nx| + |bn||sin nx| < |an |.1 + |bn |.1

o0

ve ZQan + bn|) serisi yakinsak oldugundan Z(an cosnx + b, sin nx) fonksiyon serisi

n=1

[— T, 7[] araliginda diizgiin yakinsak olur.

Boylece,

a, + i (a, cos nx + b, sin nx)

n=1

1
2

fonksiyon serisi [— 77,72] araliginda diizgiin yakinsaktir. Dolayistyla bu fonksiyon serisi
f (x) fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. O halde f (x) fonksiyonunun Fourier serisi

[— T, 7[] araliginda f (x) fonksiyonuna diizgiin yakinsar (Bayram, 2009).

Sonu¢ 3.1. f(x) fonksiyonu [-7,7z] araliginda tirevlenebilir olsun. f(x)
fonksiyonunun tiirevi  f’(x) fonksiyonu [-7,7z] arahginda pargali siirekli ve

f(z)= f(-7) ise, a, ve b, f(x) fonksiyonunun Fourier katsayilari olmak tizere,

limna, =0 ve Ilim nb, =0

n—»o0 n—>—0

dir (Bayram, 2009).
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Sonug 3.2. f(x), f'(x), f"(x)cr f (v _1)(x) fonksiyonlar1 [ 7, 7] araliginda tanimli ve

tirevlenebilir olsun. f (p )(x) fonksiyonu [— T, 77] araliginda integrallenebilir ve

flx)=f(=x), f'(”)zf’(—ﬂ),---,f(p_l)(ﬁ)Zf(p_l)(—ﬁ) ise,

lim n”a,=0 ve lim n”b,=0
n—>o0 n—>—0

olur (Bayram, 2009).

Teorem 3.12. (Parseval ozdesligi): Bir f (x) fonksiyonunun Fourier serisi diizgiin
olarak f (x) fonksiyonuna yakinsarsa, a,,a, ve b, f (x) fonksiyonunun Fourier

katsayilar1 olmak iizere;

a; +i(ak +bk)

T k=1

t\)|~

dir. Bu 0zdeslige Parseval 6zdesligi denir. Parseval 6zdesligi, f (x) fonksiyonunun
integrallenebilir olmasi halinde, yani f (x) fonksiyonunun Fourier serisi yakinsak olsun

olmasin saglanir (Bayram, 2009).

Ispat:
=a7°+z a,, cos kx + b, sin kx)
k=1

esitliginin her iki tarafi f (x) fonksiyonu ile ¢arpilarak (— 72',72') aralifinda terim terim

integrali alinirsa

0

k=1

J ()P an= ] %t dx+]1

7T

a, coskx + b sin kx)}f(x)dx

:"70 T f(x)dx+i(ak T,, f(x)cos kxdx + b, j f(x)sin kxdxj

g k=1 “r
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olur. Buradan,

elde edilir.

3.2.4. Herhangi periyotlu fonksiyonlarin Fourier serisi

f (x) fonksiyonu 2/ periyotlu bir fonksiyon olsun. / # z kabul ederek bu fonksiyonu

Fourier serisine agalim. Bunun igin de,

21 /
X=—+t=—t
2 T

degisken donlisiimiinii yapalim. Bu takdirde,

fonksiyonu ¢ nin 27 periyotlu bir fonksiyonu olur. Ciinkii

T

f[i i+ 2;;)} _ f&z ; 21) = f(x+21)

dir. O halde f (Ltj fonksiyonu — 7 <t <z araliginda Fourier serisine agilabilir. Yani,
T
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f(itj =&, i(ak coskt +b, sinkt)
7 2 3

yazilabilir. Burada,

v

=— If(i jcosktdt
T

-

b =L | f[irjsin ktdt
o\

dir. Simdi de tekrar x degiskenine donelim.

x=it, tzzx, dt =—dx
T /
olarak
1 +1 T 1+l
a _;J;f(x)de :;J.f(x)dx

elde edilir. Bu takdirde (3.9) ifadesi de,

33a i
Z cos x+b sme

k=1

(3.9)
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seklini alir ki bu da bize 2/ periyotlu bir fonksiyonun Fourier serisini verir (Karadeniz,

2000).

3.2.5. Kompleks Fourier serileri

Fourier serilerinin fizik ve miihendislikteki baz1 uygulamalarinda fonksiyonlarin
kompleks sekildeki Fourier agilimlarinda ve katsayilarda 6nemli sayilabilecek kisalik ve
netlikler ortaya ¢iktig1 icin, Fourier serilerinin incelenmesinde serinin kompleks {istel

fonksiyonlar cinsinden ifade edilmesine ihtiya¢ duyulur.

Tamm 3.11. [-/,/] araliginda f(x) fonksiyonunun Fourier serisinin

0

j(ﬁz%?+§i?kum%zx+@smﬁfx] (3.10)

k=1

oldugunu biliyoruz. Simdi,

a < L 1, 1 ATk
f(x)z;—i-z —ak+2—ibk e + _ak_2_ibk e (3.11)
olur. Simdi asagidaki diizenlemeleri yapalim.

I I
[ =%ak +ibk =%%J'f(x)cos(kTﬂx)dx+l'ljf(x)sin(kTﬂxjdx
I

2i ° 2il°
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i
= %lif(x){cos(k% xj - isin[kTﬁ xﬂdx

Ve

olsun. Bu katsayilar kullanilarak (3.11) serisi yeniden

f(x)=co+ i ckei(kl”jx + c_kei(kl”)x ickei[kfjx (3.12)
k=1 —

k

seklinde yazilir. Burada,

dir ve k pozitif, negatif ya da sifir olabilir. Iste (3.12) serisine f (x) fonksiyonunun
kompleks Fourier serisi denir. Eger f (x) cift fonksiyon ise c_, =c¢,, tek fonksiyon ise

c_, = —¢; olur (Bayram, 2009).

Tanmm 3.12. Her sonlu (— l,l) araliginda Dirichlet kosullarini saglayan ve (— oo,oo)

araliginda mutlak yakinsak olan f (x) fonksiyonunun;
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7(x)= icke"[fjx (3.13)

ile tanimlanan kompleks Fourier serisini ele alalim. Burada ¢, katsayilari;

cp = 1 j'f(x)e_i(klﬁjxdx (3.14)

21,

ile tammli olup, ¢, y1 (3.13) de yerine koyarsak,

[L j‘f(u)ei[kl”judu]ei[klﬂjx.% (3.15)

seklinde yazilir. Bu toplamin / — o i¢in limitini arastiralim. %=a ile gosterilirse

(n+1)7r nmw

[ —> © i¢in @ — 0 olur ve ardisik iki periyot arasindaki fark; R = 7 olup,
T
(3.15) de 7 yerine Aa yazilirsa;
© | 1 4 . .
fx)=3 {2_ j f(u)e_’kA““du:le’kA”Aa (3.16)
k=—o0 7 —]

/| > o, Ao — 0 i¢in limite gegildiginde (3.16) dan belirli integralin tanimina gore;
f)===| { [ f(u)ewu}efwda (3.17)

bulunur.
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f (x) ile yapilan bu islemlerin gecerli olmasi; f (x) fonksiyonunun Dirichlet kosullarini
saglamasi ile miimkiin olup bu kosullar altinda (3.17) esitligine f (x) fonksiyonunun

Fourier integrali denir (Diindar, 2000).

Tamm 3.13. Fourier integralinden;

Fla)= If(x)e_mdx (3.18)
flx)= i TF(a)e[“"da (3.19)

tanimlamalar1 yapilarak yazilan (3.18) esitligine  f (x) fonksiyonunun Fourier

doniisiimii ve (3. 19) ile verilen esitlige ise ters Fourier doniisiimii denir (Diindar, 2000).

3.3. Periyodik Fonksiyonlarin Uygulamalar:

Fourier analizi periyodik fonksiyonlarla ilgili matematiksel islemler biitiiniidiir.
Ciinkii periyodiklik iceren bir takim fiziksel veya sayisal parametrelere bagli olaylarin
oncelikle periyodik fonksiyonlar seklinde ifade edilmesi ve bu ifadenin g¢esitli
matematiksel yontemlere uyumlu hale getirilmesi ihtiyaci Fourier analizinin olusumuna
neden olmustur. Bu analiz sayesinde duyu organlarinin algiladig:r bir takim fiziksel
olaylar, matematiksel formlara doniistiiriilmek suretiyle aklin algilayabilecegi bir

yonteme kavusturulmustur.

Periyodik fonksiyonlar, miihendislikte salinim veya titresim hareketi yapan
sistemlerde siklikla kullanilir. Beklendigi gibi, trigonometrik fonksiyonlar salinim ve
titresime dayali problemlerin modellenmesinde 6nemli bir rol oynar. Fourier analizi bu
amagla kullanilan trigonometrik seriler i¢in sistematik bir ¢er¢eve olusturur (Chapra S.

C. and Canale R. P., ¢ev., 2004).

Bu baglamda Fourier serileri, Dirichlet kosullarin1 saglayan periyodik
fonksiyonlarin ilgilendigi ¢esitli problemlerin incelenmesinde gii¢lii bir ara¢ olmaktadir.

Ancak etkiyen kuvvet veya voltajin periyotsuz oldugu birgok problemde periyodik
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fonksiyonlar bulunmaz. Bu tiir problemlerde Fourier serilerinden yararlanamayiz
(Yarasa, 1976). Periyodik olmayan her fonksiyon, periyodu [— 0, oo] olan bir periyodik
fonksiyonmus gibi diisiiniilebilir (Karaoglu, 2007). Verilen bir periyodik fonksiyonun

periyodu sonsuza gittiginde, serinin yaklastig1 limit (sayet varsa) incelenerek periyodik
olmayan fonksiyonlarin uygun bir gosterimi elde edilebilir. Bu tiir problemleri

¢ozebilmek i¢in Fourier analiz yontemi olusturulmustur (Yarasa, 1976).

Ornegin; bir elektrik sinyali hakkinda bilgi (frekans, genlik ve evresini 6grenmek)
alabilmek icin bu sinyal Fourier serisi ile yazilir. Zaman boyutundaki bir sinyali frekans

boyutuna aktarma isleminde ise Fourier doniisiimii kullanilir (Kesler ve Sunan, 2008).

Isitme, sesin frekans yiiksekligine bagl oldugundan kulak periyotlarn dalga
boylaria gore zihinsel olarak sesi frekans tayfina (farkli perdelerdeki ses miktarlari)
cevirerek frekans donilistimiinii gergeklestirir. Beyin bu bilgiyi algilanmis sese cevirir.
Benzeri islemler, matematiksel yontemleri kullanarak ses dalgalar1 veya 1s1k dalgalari,
okyanustaki gel-git olaylar1 ve giines hareketi 6rneklerinde oldugu gibi herhangi bir
degisim iizerinde gergeklestirilebilir. Bu matematiksel yontemleri kullanarak
degisimleri gdsteren fonksiyonlar1 siniizoidal dalgalar kiimesine g¢evirebiliriz. Fourier
dontisiimii, her frekansa ait siniis dalgasi1 i¢in genlik ve evre hesaplayan bir
fonksiyondur. Fourier doniisiimii elektrik, 1s1 ve 1sikla ilgili karigik esitlikleri ¢ozmekte
kullanilabilir. Degisken bir isareti olusturan sinilizoidal dalgalar1 gdstererek, astronomi,
tip ve kimyada bir¢ok kullanim alani bulur. Fourier analizi birtakim anormal
durumlarda uygulanamaz. Ornegin, sinirli bir bélgede sonsuz sayida sigrama yapan bir
fonksiyona uygulanamaz. Ancak fiziksel bir biiyiikliigiin 6lcililmesiyle elde edilen tiim
fonksiyonlar i¢in Fourier serisi yakinsayacaktir. Fourier analizi uzaydaki veya
zamandaki bir fonksiyonu frekans, genlik ve evresi degisen siniizoidal elemanlara
indirger. Fourier doniisiimii her frekanstaki genlik ve evreyi gosteren bir fonksiyondur.
Dontisiim iki matematiksel metotla hesaplanir. Birincisi fonksiyon siirekli ise ikincisi
ise fonksiyon kesikliyse uygulanir. Eger fonksiyon kesikliyse, yani fonksiyon kesikli
zaman araliklarma ait degerlerden olusuyorsa, ayrik frekanslardaki sintizoidal
fonksiyonlarin serisi seklinde gosterilebilir. Bu frekanslar asil frekansin iki, li¢ ve daha

biiyiik katlaridir. Bu sekildeki siniislerin toplamina Fourier serisi denir. Eger fonksiyon
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siirekliyse, yani her ger¢ek sayr i¢in tanimli bir degeri varsa bu fonksiyon tiim
frekanslardaki siniislerin Fourier integraline indirgenebilir. Fourier doniisiimii ne seri ne
de integral degildir. Kesikli fonksiyonlarda, Fourier serisini olusturan evrelerin ayrik
frekanslara bagl listesidir. Siirekli fonksiyonlarda ise Fourier integralinin alinmasindan
ortaya cikan frekansa bagli bir fonksiyondur. Deneysel 6l¢lim degerlerinden olusan
fonksiyonlarin veya Fourier integrali kolayca hesaplanamayan ve tablolarda
bulunmayan fonksiyonlarin Fourier doniisiimii sayisal teknikler kullanilarak bulunabilir.
Elektronik bilgisayarlar ¢ikmadan once, sayisal hesaplart kagit ve kalemle yapmak
gercekten zor bir isti. Bilgisayarlar ve programlar gelistikce Fourier analizi i¢in yeni
yontemler ortaya ¢ikti ve hesaplar ¢ok kolaylasti. 1965 de IBM Thomas J. Watson
Arastirma Merkezi’nden James W. Cooley, Murray Hill’de ki Bell Telephone
Laboratories’ten John W. Tukey bu tiir bir program yazdilar. Onlarin ¢alismalar1 “hizli
Fourier donilistimii” diye bilinen programin ortaya ¢ikmasinmi saglamistir (Bracevvell R.

N., ¢ev., 1991).

Fourier analiz tekniklerinin matematikten ziyade miihendislikteki uygulamalar1 ve
kullanma yontemleri daha onemlidir. Ayrica klasik matematikle gosterilemeyen bazi

fonksiyonlarin ele alinmalarini olanakli kilar (Yarasa, 1976).

3.3.1. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii

Matematik ve miihendislikteki bazi hesaplamalarda diferansiyel denklemler
kullanilmaktadir. Diferansiyel denklemlere dayali problemlerin ¢6ziim yollarindan birisi
de Fourier serileri yoluyla ¢6ziim yontemidir. Diferansiyel denklemlerin Fourier serileri

yoluyla ¢6ziimii agagidaki 6rnekler {izerinde agiklanmustir.

Ornegin;

siir deger problemini Fourier serisi yontemiyle ¢oziimii i¢in,
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x(t)z 4t bir tek fonksiyon oldugundan verilen denklemin ¢6ziimii i¢in yarim aralikli

Fourier siniis serisi kullanilabilir. Ayrica x(¢) fonksiyonunun

x(r)= ibn sin nt (3.20)

n=1

seklinde oldugu diisiiniiliirse, bu sekildeki ¢oziim her zaman asimetrik olarak —1<7 <0

araligina genisletebilir. (3.20) ile ifade edilen fonksiyonun periyodiklik o6zelligi
kullanilarak reel eksene genisletebilir. (3.20) serisi verilen siir kosullarini saglar. Yani,

x(0)=0 ve x(1)=0 dir. (3.20) serisi verilen diferansiyel denklemde kullamlirsa,

0

Z [— (nfz)2 + 4]bn sinnmt =4t
n=1
elde edilir. 4¢ fonksiyonu Fourier siniis serisi seklinde yazilirsa, [— (n 72')2 + 4]bn

katsayist,

2 ; (_ 1)n+l
[_ (nz)" + 4]5,1 - 2.[4t sinnmdt =8~—2——
0 nriw

olur. Buradan,

8(— 1)n+1

=— 7 3.21
n7r[4—(n7r)2] ( )

elde edilir. Boylece b, degeri (3.20) de yerine yazilirsa, verilen sinir deger probleminin

¢OzUimii;

x(t)= an sin nt

n=1

=§ ) (_ 1)n+1

3 sin nt
7T min[4—(nm)”]
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olarak elde edilir (Bayram, 2009).
Baska bir 6rnegi
Y +9y=f(t) (3.22)
seklinde ifade edersek, bu diferansiyel denkleminin genel ¢6zliimii,

d, —z<t<m, fle+27)=1(¢) (3.23)

fe)=

sartlar1 altinda bulunabilir.

f (t) = |t| periyodik bir fonksiyon oldugundan, Fourier serisi seklinde bir ¢6ziim aramak

uygundur. Ilk &nce verilen diferansiyel denklemin tamamlayici fonksiyonu

bulunmalidir. Karakteristik denklem,
a’?+9=0
seklinde yazilirsa, a; =3i ve a, = —3i bulunur. Béylece tamamlayici ¢6ziim,
y,. = Acos(3t)+ Bsin(3t) (3.24)

olur. f (t) = |t| fonksiyonu bir ¢ift fonksiyon oldugundan Fourier serisi;

4 Geos[(2n - 1]
] = S ,12_1—(211 e (3.25)

seklindedir. Verilen diferansiyel denklemin 6zel ¢6ziimii,

y 7 4 & ceos[(2n—1)e]
+9y =———» —————~= 3.26
Yp Yp 2 ”; (2n—1)2 ( )

diferansiyel denklemini saglamalidir. Simdi (3.26) ifadesini,

T 4 4 4
" +9y =_———cos(t)——cos(3t) ———cos(5t) —... 3.27
Yy +9¥p =2 = —cos(t) = cos(3t) — - cos(51) (3.27)



43

seklinde yazalim. Simdi belirsiz katsayilar yontemi kullanilarak, sag taraftaki ifade i¢in

tahmini ¢6ziim,

Vp = C%O + ay cos(t) + by sin(t) + a, cos(3t) + b, sin(3¢) +...
1 - .
=0+ D" a, cos[(2n—1)t]+ b, sin[(2n —1)¢]
n=1
olur. y, 6zel ¢6ziimiiniin ikinci tiirevi,

0

v = >~ (2n-11{a, cos[(2n —1)]+ b, sin[(2n - 1) ]}

n=1

seklindedir. Eger y, ve y), tiirevini (3.26) ifadesinde yerine yazarsak,

% 2n—1 {a, cos|(2n —1)]+ b, sin[(2n —1)]}

+ %ao + 92 a, cos|(2n —1)]+ b, sin[(2n —1)]

n=l1
_ 4 Geos[(2n =]
2 ﬂzl 2n-1)°

olur. Bu ifade diizenlenirse,

%ao - % + g{b —(2n-1y ]Gn + m} cos|(2n —1)]
+ 2[9 —(2n-1) };n sin[(2n—1)]=0

yazilir. Bu esitligin sifir olabilmesi i¢in,

aozg, a, =— 1 ve b,=0

7(2n-1)%9-(2n-1)?]

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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olmalidir. a, katsayisi n=2 hari¢ her n i¢in tanimhdir. =2 icin a, katsayisi
tanimsizdir. @, katsayisinin garpani cos(3¢) idi. cos(3¢) terimine karsilik gelen ¢6ziim

Y (t) olsun. Bu ¢6ziim y, ¢dziimiinde yerine yazilirsa, 6zel ¢dziim;

y,= a?() + a; cos(t) + Y(t)+ as cos(5t) + ... (3-34)

olur. y, 6zel ¢6ziimii verilen diferansiyel denklemde yerine yazilirsa,

Y"+9Y = —icos(3t) (3.35)
O

elde edilir. Bu denklem i¢in belirsiz katsayilar yontemi kullanilarak,

¥(r)= _%tsm(st) (3.36)

bulunur. Boylece verilen denklemin genel ¢oziimii;

. r 2 . 4 & cos[(2n—1)t]
Ve +y, =Acos(3t)+ Bsm(3t)+§—ﬁtsm(3t)—;r§ RS — (3.37)

n;:é2
olarak bulunur (Bayram, 2009).

3.3.2. Elastisite problemlerinin ¢oziimii

Herhangi bir cisme belli bir kuvvet uygulandiginda cisimde fiziksel bir degisiklik
meydana gelir, bu kuvvetin kaldirilmasiyla birlikte cismin ilk durumuna dénme
kabiliyetine elastisite denir. Elastisite, Ozellikle yapt ve malzeme miihendisligi
alanlarinda herhangi bir malzemenin gerilme, uzama ve tasima kabiliyetlerinin

Olciilmesi agisindan 6nemlidir.

Elastisite probleminin ¢dziimiinde en biiyiik zorluk sinir sartlarinin saglatilmasidir.

Bu zorlugu gidermenin yollarindan biri de siir yiiklerini Fourier serilerine agmaktir.
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Fourier serilerinin her bir terimine karsilik gelen ¢6ziim bulunur ve bu c¢oéziimler

toplanarak asil ¢6ziim elde edilir (http://www.akademi.itu.edu.tr).

3.3.3. Yeralt1 suyu periyodik davranisinin incelenmesi

Periyodogram analizi, bir veri seti i¢cindeki periyodik degisiklikleri analiz etmede

kullanilan yontemdir (http://www.sozluksu.com).

Periyodogram analizi serideki dalgalanmanin siniis ve kosiniis dalgalarindan
olustugu kabuliine dayanir. Serideki dalgalanma Fourier serisi ile agiklanir. Orijinal
olarak periyodogram analizi bilinen bir frekanstaki giiriiltiide gomiilii bulunan siniis
bileseninin  genliligini  arastirmak  ve  tahmin  etmek i¢in  kullanilir

(http://www?2.aku.edu.tr).

(Cok sayida hidrolojik veri (yagis, debi, buharlasma gibi), ortalama, standart sapma
veya varyans gibi temel istatistiksel parametreler periyodik (mevsimsel) ozellikleri
yansitirlar. Bu 6zellikler bir yillik dénem i¢inde olusan diizenli hareketlerdir ve her yil
gerceklesir. Gozlem serilerindeki bu periyodik bilesenler Fourier serileri yaklasimi

kullanilarak arastirilabilir. Bu yaklagimda ¢, serinin periyodik bileseni olarak kabul

edilirse Fourier serisi fonksiyonunun katsayisi su sekilde hesaplanabilir:
q= (ljﬁ q
W J k=1 ¢
Burada g, : X, ; (p: y1l, k: ay) zaman serisinin periyodik parametresidir ve
1\ -\?
var(g, )= (—jZ(qk - qj
W J k=l

w

8,(7)=( 2 acsin 27

k=1

ile hesaplanir. Burada;
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k:12,...w

. . w
j:L2,...,M (Aylik veri i¢in, M = E)
w: Temel periyot (12 aylik)

é: Ortalama
dir (Yurtgu ve Igaga, 2005).

3.3.4. Harmonik analiz

Dogrusal olmayan yiiklerin ¢ektikleri akimin dalga bi¢imleri, periyodik olmakla
birlikte, 50 Hz frekansinda siniis dalga sekli ile frekans ve genligi farkli diger dalgalarin
toplamindan meydana gelmektedir. Temel bilesen olarak adlandirilan dalga 50 Hz
frekansinda olup bunun disindaki frekanslarda olan diger dalgalar “harmonik™ olarak

adlandirilir (Akpinar, 2007).

Alternatif akim tesislerinde gerilimin ve akimin tam siniis egrisi seklinde olmasi
istenir. Enerji tesislerinde bulunan dogrusal olmayan yiiklerden kaynaklanan zamana
gore tam siniisoidal olmayan ancak, periyodik degisim gosteren dalga bi¢imleri i¢inde

harmonikler saklidir (Ekiz ve Tiimay, 2003).

Dogrusal olmayan periyodik bir dalgayr matematiksel olarak modellemek i¢in
dalganin Fourier analizini yapmamiz gerekir. Fourier analizi ile dogrusal olmayan bir
dalga seklini, 50 Hz frekansinda siniis dalga sekliyle frekans ve genligi farkli diger
dalgalarin toplam1 seklinde tanimlayabiliriz (Akpinar, 2007).

Sekil 3.4. de V,, sinlis formunda bir gerilimin; /, ise siniis formundan oldukga

uzaklagmis, dogrusal olmayan bir akimin dalga seklini gostermektedir.
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Faz gerilimi ve akim

E4 128

Sekil 3.5. ise dogrusal olmayan 7/, akim dalga seklinin Fourier analizi sonucunda

Sekil 3.4. Yiik gerilimi ve akimi (Akpinar, 2007)

edinilen harmonik degerlerini gostermektedir.

100 === .
B0 4= Ahn_l Hai_monikle:'i
60 +-- - el - o
40 +-- “L.1
4 I-1| 2 IJ
20 - i
ﬂ:_ l v v l!—l— ..! . T N "
b 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 W 1 1
-] | 3]

Sekil 3.5. Akim harmonikleri (Akpinar, 2007)

Dogrusal olmayan tiim yiikler harmonik iiretirler. Dogrusal olmayan yiiklere
harmonik kompanzasyonu (voltaj ve akim arasindaki faz kaymasim sifira yakin tutma
islemi) yapmak i¢in, ¢alisma sartlarinda yiikiin iiretebilecegi tiim harmonik genliklerinin
ve frekanslarinin bilinmesi gereklidir. Bu da ancak harmonik analizi ile miimkiindiir.

Dalga sekillerinin harmonik analizi i¢in baz1 teknikler gelistirilmistir. Siiphesiz, Fourier
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serileri bunlar arasinda en yaygin olan isaret isleme teknigidir (Altintas, 2006). Fourier
serilerinin elde edilme islemi dalga analizi veya harmonik analizi olarak da tanimlanir
(Tungalp, Kakilli ve Sucu, 2003). Fourier serileri kisaca, zaman uzayinda ifade edilmis
periyodik bir dalga seklinin, frekans uzayima doniisiimiinii saglar. Periyodik bir isaret,
cesitli genlik ve frekanstaki birgok siniis isaretinin toplami seklinde ifade edilebilir. Bu
islem Fourier serisine a¢ilim olarak bilinmektedir. En diisiik frekansh siniizoidal isaret
1. harmonik (temel dalga), digerleri ise harmonik bilesenler adin1 almaktadir. Analiz

b, seri katsayilar1 hesaplanarak harmonik genlikleri

sonunda a, katsayist ve a, , b,

bulunmus olur. a, sabiti, fonksiyonun ortalama degerine esittir. » indisi harmonik
mertebesini gostermekte olup, a, ve b,, n. harmonigin bilesenleridir. Fourier serileri

sadece periyodik olan isaretlere uygulanabilmektedir. Periyodik olmayan isaretlerin de
harmonik analizinin yapilabilmesi i¢in sayisal islemci tabanli ayrik Fourier doniisiim
yontemi kullanilmalidir. Algoritmasi geregi, ayrik Fourier donilisim yontemi de Fourier
analizi gibi uzun bir zaman almaktadir. Daha sonraki yillarda doniisiim siiresini
kisaltmak icin ayrik Fourier doniisiimiiniin hizl1 bir gerceklestirilmesi olan hizli Fourier
doniisiim yontemi gelistirilmistir. Fourier serileri periyodik olan isaretin fonksiyonunu
kullanirken, ayrik Fourier doniisiim ve hizli Fourier doniisiim yontemleri periyodik olan

veya olmayan isaretin 6rneklenmis verilerini kullanmaktadir (Altintas, 2006).

3.3.5. Malzeme isleme teknolojisi

Elektro erozyon ile igleme yonteminin, elektriksel olarak iletken bir is par¢asina
yiiksek frekansli elektrik bosalimlarinin kontrollii olarak uygulanmasi ve boylece is
parcasindan kiiclik parcaciklarin ergitilerek ve buharlastirilarak koparilmasi prensibine
dayanan bir alisiimamis isleme yontemi oldugunu belirten Cogun, Kocabas ve Ozgedik
(2004) yaptiklar1 calismada; malzeme isleme parametrelerinin ylizey piiriizliliigiine
etkisini incelemislerdir. Rank Taylor Hobson Surtronic 3+ adli 6l¢iim cihazindan elde
ettikleri ylizey piriizliliikk bilgilerini SURT adli bilgisayar programi yardimiyla
bilgisayar ortamina aktarmislar ve yiizey piriizliiliik grafiklerini Sigma Scan 5 adl
goriintii isleme paket programiyla sayisallagtirarak, elde ettikleri piiriizliiliik verilerini
Fortran dilinde gelistirilen bir bilgisayar programi sayesinde Fourier serileri ile

modellemislerdir.
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Herhangi bir siirekli f (x) fonksiyonunun Fourier serisi

7(x)= % +° (4, coskx+ By sin k) (3)
k=1

seklinde yazilabileceginden yiizey profili f (x) fonksiyonu olarak kabul edilirse,

gibi bir € degiskeni tanimlanip f (x) fonksiyonu yaklasik olarak,

flx)= % + i (4, cos k@ + By sin k@) (5)
k=1
1 (2n-1)
4 Y gf(xi) (6)

seklinde yazilabilir. Burada incelenen ylizey profilinin baslangicinin x degeri a,

bitisinin x degeri b, iki ardisik x degeri arasindaki uzaklik 4 ve ¢ift sayidaki aralik
sayist 2N dir (Sekil 3.6.).

y — h |« / XArallk sayisi = 2N
| | [
| ] 7
1 | / /
| ff
?; o~ h 1
a"j 1
/ [ 1
/. 1
a 7/

& » X
b
Sekil 3.6. Sayisallastirilmas bir yiizey profili (Cogun vd 2004)

Yiizey profili sayisallastirilirken yatay eksende 160 esit aralikli noktadaki

(2N =160) koordinat degerleri bulunmustur. 4, ve B, degerleri ise;
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1 @y- )

A =— 0.)cosk@,  k=0,12,..,m (7)
N i:O
1 2N-

B, =— 0,)sink@, k=12,.,m (8)
N i:O

9,:{%} i=123,..2N-1 9)

esitliklerinden hesaplanir. Sayisallastirma ile elde edilen gercek degerlerle Fourier
serilerinden hesaplanan yaklasik degerlerin birbirine uyumunu belirlemek amaciyla
uyum testi yapilmistir. Yiizey piriizliliigii grafiklerini en iyi sekilde ifade eden en az
terimli Fourier serisinin terim sayisinin tespiti i¢in Fortran dilindeki bilgisayar programi
ile 1 den 79 a kadar terim sayisi arttirillarak A4,, A4, ve B; katsayilar1 hesaplanmistir.

Her terim sayisindaki sapma bir Onceki ile karsilastirilarak sapma ylizdeleri

hesaplanmustir.

Yiizey profilinin matematiksel olarak modellenmesi amaciyla yapilan incelemeler
neticesinde Sekil 3.7. de farkli terim sayili Fourier serilerinden elde edilen profiller

gercek profille karsilastirilmis ve bulunan sonug gorsel olarak da dogrulanmustir.

80

y (Hm]

T T T
0 1000 2000 3000 4000

X [Hm]

Sekil 3.7. Degisik Fourier katsayilariyla elde edilen profillerin gercek profille karsilastirilmasi
(Cogun vd 2004)



51

Cogun vd (2004) yukarida 6zetlenen caligmalar sonucunda yiizey profilinin 20

terimli Fourier serisiyle temsil edilebilecegini ileri stirmiislerdir.

3.3.6. Makine arizalarinin tespiti

Doner makinelerin saghg: ile ilgili en ayrintili bilgi, yataklar {izerinden alinan
titresim Ol¢limlerinin analizi ile edinilir. Makine arizalan fiziksel Ozelliklerine gore
farkl1 frekanslarda kendini gostermektedir. Titresim analizi titresimin; rulman
arizasindan, kaplin ayarsizligindan, disli sorunundan ya da balanssizliktan mi

kaynaklandiginin ayirt edilmesini saglar.

Makinenin dizaynindan, imalatindan, montajindan gelen olas1 kronik sorunlar ariza
kaynaginin belirlenmesini zorlastirir. Bu nedenle endiistride analizler; bir kerede 6l¢lim
yerine belirli araliklarda alinan grafiklerin karsilastirilmas:1 seklinde uygulanir.
Grafiklerdeki ariza frekanslarinin olusturdugu degisim, karakteristik isaretlerle
karsilagtirilir. Karsilagtirma islemi; trend, hizli Fourier donlisiimii, spektrum ve dalga
formu grafikleri kullanilarak yapilir. Bu karsilastirma sonucu arizanin nedeni tespit
edilir. Bu islemleri yapabilmek i¢in titresimleri elektriksel sinyale ¢eviren bir sensor ve
bu sinyali algilayarak igleme 6zelligine sahip hizli Fourier doniisiimii yapabilen bir

cihaz gereklidir. Bu iglemin asamalar1 Sekil 3.8. de sematik olarak gosterilmistir.

Mekanik Vibrasyon

v

Sensor

v

| Elektriksel Sinyal

v

Sinyalin Islenmesi

| Grafik Gosterim

Sekil 3.8. Sinyal ¢evirim akis1 (Kose, 2004)
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Makine arizalar1 periyodik isaretleri olusturur. Bu periyodik sinyaller kendi iginde
harmoniklerine ayrilarak detaylandirilir. Harmonik sinyal bir siniis egrisi seklinde ifade
edilebilir. Bu egriden edinilen bilgi hareketin periyodunu ve genligini verir. Harmonik
sinyali olusturan siniis egrisinin dikey ekseni sinyalin genligini, yatay ekseni ise zamant

ifade eder (Sekil 3.9.).

Genlhik
-+

| 1

1 donus

Sekil 3.9. Periyodu bir doniis olan hareket (Kose, 2004)

Fourier Serisi; periyodik bir sinyali meydana getiren, basit harmonik sinyallerin
olusturdugu seridir. Periyodik fonksiyonu olusturan harmonik fonksiyonlarin ayirim
yontemine hizli Fourier doniistimii denir. Bu doniisiim sonucu belirlenen harmonik
sinyallerin frekans ekseninde dizildigi grafige hizli fourier donilisiimii spektrum grafigi

denir (Sekil 3.10.).

Sekil 3.10. Karmasik dalga formunun hizh Fourier doniisiimiiyle harmoniklerine ayrilarak cikan
bilginin frekans ekseninde dizilisinin ii¢ boyutlu goriintiisii (Kose, 2004)



53

Kose (2004) yukarida deginilen matematiksel kuramlar ve teknik bilgilerle
destekledigi c¢alismada; iiniversitelerin ¢ok teorik yaklasimlari bir yana birakarak,
endiistrinin  ihtiyacin1  karsilayacak diizeyde popiiler titresim analizi bilgisinin
yayilmasiyla tilkemizin smirli kaynaklarmin israf edilmeden degerlendirilebilecegi

fikrini belirtmistir.

Akar ve Cankaya (2009) tarafindan sincap kafesli asenkron motorun rotor ¢gubugu
ari1zas1 deneysel olarak incelenmistir. Saglam ve arizali durumdaki motor akimlarindan
elde edilen akim sinyallerine hizl1 Fourier dontisiim uygulayarak asagidaki akim zaman
grafiklerini elde etmisler ve bu grafikleri miihendislik bilgisinin gerekli kildig1 diger

argiimanlar1 da kullanmak suretiyle degerlendirmislerdir.

Akim (A)
AKim (A)
(=]

0 20 40 60 80 100
Zaman (ms)
Saglam durumdaki motor akimi Arnizali durumdaki motor akimi

Sekil 3.11. Saglam ve arizali durumdaki motor akimlar1 (Akar ve Cankaya, 2009)

Yukarida yer alan ¢alisma periyodik fonksiyonlarin, Fourier analizi yoluyla makine

arizalarinin tespitinde kullanilan bir yontem oldugunu ortaya koymaktadir.

3.3.7. ingaat miihendisliginde salinim ve titresimlerin hesaplanmasi

Yap1 izleme sistemlerinin pratikte kullanilmasindaki en 6nemli adim, toplanan
verilerin dogru olarak analiz edilmesidir. Bir yapinin modal karekteristikleri (periyotlar,
mod sekilleri, soniim oranlar1), yapidaki burulma ve salinim titresimlerinin genlik ve
periyotlar1 ve yapida yapi-zemin etkilesiminin olup olmadigi, varsa mertebesi Fourier

analiziyle kolaylikla belirlenebilir. Genligin maksimum oldugu frekanslar yapinin
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modal frekanslarin1 gdésterir. Yapinin modal frekanslarini bulmanin en basit yolu,
diizenlenmis verilerin Fourier doniisiimiinii almaktir. Fourier doniisiimii esas olarak
verilerin sonlu sayida siniis egrisinin genliklerini degistirerek ve birbirine gore

kaydirarak toplanmasina esdeger hale getirme islemidir (Safak, 2007).

Asagidaki sekilde periyodik bir sinyalin frekans doniisiimii ile elde edilen siniis

bilesenleri gosterilmistir.

e Fourier | oY ' '
h PSR s ] 1
Doniistimii Vol o)

' ' ] '
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Periyodik sinyal Periyodik sinyalin bilesenleri (modlar1)

Sekil 3.12. Periyodik bir sinyalin Fourier doniisiimii (Erdogan, Giilal, Akpinar ve Ata, 2009)

Sayisal sinyal islemenin pratik uygulamalarinin ¢ogunda, bilgisayar sonsuz x(n)

dizisinin elemanlarmin saklanmasi1 ve silirekli w frekansinin degerlendirilmesi

olanaksizdir. Ayrica teorik olarak tanimlanan bazi serilerin aksine gercek serilerin
Fourier doniistimleri hesaplanamamaktadir. Bu nedenle sayisal sinyaller i¢in Fourier
dontistimiiniin kullanilmas1 uygun olmamaktadir. N uzunlugunda, sonlu bir x(t) ayrik

sinyal i¢in ayrik Fourier doniisiimii,

L it
Xs(f)=Dxlt)e = N
=0 ,
1 N-1 Jflt
x(f):— Xs(f)e N
N %o

esitligi ile tanimlanmaktadir. Ayrik Fourier doniisimii, dogasindaki periyodiklik
nedeniyle bir sinyalin N noktali ayrik Fourier doniisiimii alindiginda isaretin N
periyodu ile periyodikmis gibi islem gormektedir. Bu nedenle ayrik Fourier dontigiimii
hesabinin, en az sinyalin 6rnek sayisi kadar ayrik frekans degerinde gergeklestirilmesi
gerekmektedir. Ayrik Fourier doniistimii sinyalin 6rnek sayisindan daha az sayida ayrik

frekans degerinde hesaplandiginda, sinyalin frekans spektrumunun seyrek drneklenmesi
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nedeniyle zamanda ortiisme meydana gelmektedir. Bu durumda zaman oOrtlismesinden
dolay1 isaret degerleri Ters ayrik Fourier doniisiimii ile geri olusturulamamaktadir.
Ayrik Fourier doniisiimii hesabindaki N degeri sinyalin 6rnek sayisindan fazla olabilir.
Bu durumda isaretin sonuna sifir degerlerinin eklenmesi ile sinyalin uzunlugu N ye
cikarilabilmektedir. Ayrik Fourier doniisiimii hesaplamasinda etkin ve giiniimiizde
kullanilan yaklagim, hizli Fourier doniisiimii algoritmalaridir. Hizli Fourier doniistimii
algoritmasi; Ayrik Fourier donilistimiinden farkli degildir. Ayrik Fourier doniistimiiniin
hesaplanmasi i¢in etkili ve miikemmel bir algoritmadir. Ayrik Fourier doniisiimiiniin
sayisal sinyal isleme alaninda, spektrum analizi ve korelasyon gibi islemlerin
yapilmasinda énemli rol oynamasinin nedeni hizli Fourier doniisiimii algoritmalarindan
kaynaklanmaktadir. Bir sinyalin frekans spektrumunun hesapsal yontemlerle elde
edilmesi i¢in 27 ile periyodik olan ayrik zamanl frekansin bir periyodunun dikkate
alinmas1 yeterli olmaktadir. Ayrik zamanli frekans spektrumunun 27z lik temel
periyodunda N adet esit aralikli frekans degeri

wek k=012, .N-1
N

seklindedir. Burada k tamsayist 27 lik temel frekans bandindaki ayrik frekans
degerlerini belirtmektedir ve frekans endeksi olarak adlandirilmaktadir. Fourier
dontigimic N adet ayrik frekans degeri i¢in hesaplandigindan, £ =0,1,2,....N —1,
toplam N adet karmasik Fourier doniisim degeri Xg(f) elde edilmektedir. Bir

sinyalin frekans spektrumu i¢in sinyalin genlik, faz ve gii¢ spektrumlar1 hizli Fourier
dontisimii sonucu elde edilen karmasik sayilardan kolayca belirlenebilmektedir

(Erdogan, Giilal, Akpinar ve Ata, 2009).

Gormiis, Mekik ve Kutoglu (2006) tarafindan yapilan calismada kopri

salinimlarinin modellenmesinde hizli Fourier doniisiim teknigi kullanilmstir.

Verilerin ya da sinyallerin zaman uzayinda art arda siralanmasina zaman serisi
denilmektedir. Zaman serileri tek boyutlu sinyallerdir. Bir zaman serisinin frekans
uzayinda Orneklenmesi i¢in Fourier donilisimii uygulanabilir. Fourier doniigiimii

yapmanin amaci siirekli zamanli bir isaretin frekans alaninda o6rneklenmesi sonucu
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zaman alaninda periyodik olan dalga formu bulmaktir. Yine bu doniisiimle zaman ve

frekans arasinda gecis yapilarak titresimin frekansi belirlenir.

Calismada zaman serisi olarak bir saniye kayit araliginda olgiilen koprii
yiiksekliklerinin zamana bagh degisimi kullanilmistir. Bir zaman fonksiyonunun
frekans uzaymma doniisiimii, o fonksiyonun periyodik o6zellikleri hakkinda bilgi
vermektedir. Zaman uzayinda goriillemeyen veya segilemeyen periyodiklikler ya da
bunlarin periyodunun sayisal olarak hesaplanmasi Fourier donilisiimii sayesinde
olabilmektedir. Donlisiimiin amaci ve yaptigi islem birbiri ile doniigiim altinda iliskili

olan iki farkli uzay arasindaki gegistir.

Zaman uzaymda —oo <t <oo araliginda tanimli bir ¢ zamanina bagli, tanimli bir

x(t) fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyon, periyodik fonksiyonlarla;

§(0)= [x(0la, cos(zat)+ b, sin(2a i )

—0o0

bigiminde ifade edilebilir. Bu esitlikte y(z), x(r) fonksiyonunun Fourier serisini
gostermektedir. Esitlikte gecen [ frekans, a, ve b, ise Fourier Katsayilaridir.

Karmasik sayilarin kullanilmasi ile

esitligi elde edilir.

Burada X ( f ), x(t) zaman serisinin Fourier spektrumu olarak bilinir. Ayni sekilde

frekans uzayindaki X ( f ) kullanilarak

)= [x(r)e g

fonksiyonu elde edilir. Bu esitlikte, zaman uzayindaki x(t) yi elde etmek miimkiin olup

bu isleme ters Fourier donlisiimii denir. Bir seriye ait zaman ve frekans uzaylarindaki
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gosterim arasindaki gecis (2) ve (3) esitlikleri ile miimkiindiir. Bu 6zellik sinyal

analizinde siklikla kullanilan filtreleme ve korelasyon gibi kavramlar igin ¢ok

Onemlidir.

x degiskeni ve L periyodu gostermek iizere, Fourier doniisimii toplam

fonksiyonu seklinde asagidaki gibi yazilabilir:

flx)= C%O + gan cos[ 27anxj + gbn sin[ 272Lnxj (4)

Bir zaman serisi Fourier doniisiimiine tabi tutuldugunda elde edilen spektrumda
kiigiikten biiylige dogru sinyale katki veren frekanslar siralanir. Jeodezik anlamda
diisiiniildiginde sinyallerdeki periyodik etkiler, sinyalin tiiriine bagli olmak iizere
genelde yiiksek frekanslardir. Bunun nedeni, jeodezik caligmalarda kaba hatalar ve
sistematik hatalar disinda hep rastlantisal verilerle calisilmasidir. Rastlantisal 6zellige

sahip ve giirtiltii olarak isimlendirilen sinyaller yiiksek frekanslidir, yani ¢ok tekrarlanir.

Olgiilen yiikseklik degerlerinin olusturdugu zaman serisine uygulanan hizli Fourier

analizinin akis diyagrami Sekil 3.13. de gosterilmistir.

GZK-GPS Lincer | Trendsiz L Frekans
Laman Serisi Regresyon Zaman Sensi Serisi

Alcak Frekans

Tasarlanan Algak Frekans Uzayina o Gegisli Olarak
Frekans Gegigh Aktarlmis Alcak Evrisim ¢ > Filtrelenmis
Filtre Gegish Filtre Frekans Serisi

Ters Fourer

FFT analizi Somucu Elde Edilen Déniisiimii

Giiriiltiiden Anndinlmas -
Yiiksckhk Degerlen

Sekil 3.13. Fourier analizi akis semasi (Gormiis vd 2006)

Fourier analizinde Matlab programi kullanilmigtir.

Gormiis vd (2006) yukarida yer alan agiklamalarla temellendirdikleri ¢aligmalar

sonucunda asagida ornekleri verilen Fourier analizine dayali grafikleri elde etmislerdir.
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Sekil 3.14. Hizh Fourier déniisiim spektrumu (Gormiis vd 2006)
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Sekil 3.15. i1k yiiz veri i¢in izl Fourier déniisiim spektrumu (Gérmiis vd 2006)
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Sekil 3.16. Genlik spektrumu (Gormiis vd 2006)

Asma kopriler; farkli biiytikliikteki sicaklik degisimleri, trafik yiikii, yaya yiikii ve
riizgar kuvveti gibi biiytikliiklerin etkisi altinda kalirlar. Asma kopriilerin anlik ya da
yiiksek frekansli bu tiir yiiklere olan tepkilerinin sekil ve fonksiyonlarinin
belirlenebilmesi i¢in uygun oOrnekleme frekansina ve dogruluga sahip Ol¢liim
donanimlari ile 6l¢iilmesi gerekmektedir. Bu tepkileri belirlemek amaciyla; Erdogan vd
(2009) Istanbul Bogazici K&priisii'niin asagida gosterilen referans noktalari iizerinden

aldiklar1 verilerle bir caligma gerceklestirmislerdir.

Sekil 3.17. Bogazi¢i Kopriisii referans noktalari (Erdogan vd 2009)
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Bogazi¢i Kopriisii'ne etkiyen yiiklerde olusan rastgele ve ani degisimler sonucu
olusan hareketleri temsil eden zaman serilerine hizli Fourier doniistimleri uygulanmak

suretiyle asagidaki gii¢c spektrumlarini elde etmislerdir.

Nokta Y X H
No
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27 201+ 198t o015 =2 39H7]

Power
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=) 2
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Sekil 3.18. Bogazici Kopriisii’niin gii¢ spektrumlari (Erdogan vd 2009)

Erdogan vd (2009) calismalarinda hizli Fourier doniisiimii sonucu frekans ve genlik
degerlerini hesaplamis ve bu degerlerin kdpriiniin {i¢ boyutlu sonlu eleman modelinden
hesaplanan modal titresim frekanslar1 ile uyusumlu olup olmadiklarini miihendislik

yorumlariyla degerlendirmislerdir.

3.3.8. Miizik aletleri ses perdelerinin matematiksel ifadesi
Birtakim duygu ve diisiinceleri belli kurallar ¢cercevesinde uyumlu seslerle anlatma

sanati miizik olarak tanimlanmaktadir (www.tdk.gov.tr).

Glinlimiizden yaklasik 26 yiizyil 6dnce Pisagor okulunda, asagida yer alan Sekil

3.19. da goriilecegi iizere, miizik matematigin bir alt dali olarak kabul edilmistir (Bora,

2002).

OQOUADRIVIUM

Matematik
(“degismez in bilimi)

Aritmetik Miizik Geometri Astronomi
(mutlak) (goreceli) (sabit) (hareketli)

Sekil 3.19. Quadrivium ve bilesenleri (Bora, 2002)
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Miiziksel sesleri giiriiltii seslerinden ayiran temel 6zellik, miiziksel seslerin ayirt
edilebilir bir perde verebilme 6zelliginin olmasidir. Perde, sesin tizlik derecesine iliskin
bilgiyi tagiyan parametredir. Bir sese iligkin bir perdenin algilanabilmesinin 6l¢iitii ise, o
sesin periyodik olma derecesidir. Dolayisiyla miiziksel bir ses, zamana bagli bir

periyodik fonksiyon olarak diisiiniilebilir (Bora, 2002):

g(ttmT,) = g(t)

AR
(ICARWA Y

Sekil 3.20. Periyodik bir g(t) fonksiyonu (Bora, 2002)

Sekil 3.20.’de 7, periyoduyla periyodik olan bir ses yer aliyor, dikey eksen de

siddetini gosteriyor. Miiziksel seslerin belirleyici 6zellikleri arasinda ‘perde’, ‘siddet’ ve
‘stire’nin yani sira bir de‘tint’, yani, 6rnegin keman, fliit ve piyano seslerini birbirinden
ayirmamizi saglayan 6zellik bulunmaktadir. Tini farki, titresen sistemlerin boyut, bigim,
malzeme bakimindan farklar1 nedeniyle gerek harmoniklerin, gerekse harmonik
olmayan spektral bilesenlerin zaman iginde izledikleri ayr1 genlik degisimlerinin farkl
titresim kaynaklari i¢in farkli olmasidir. Tin1 farklarini inceleyebilmek icin sesin frekans
spektrumunun zaman ig¢indeki degisiminin bilinmesi gerektiginden, zaman—frekans
gosterimi elde edilmelidir. Bunun icin “kisa siireli Fourier doniisiimii” ile bir sesin
zaman—frekans gosterimi elde edilebilir:

STFTY (5, )= [+ley (t-r)e > ds

—00
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Burada x(¢) incelenen “ses sinyalini”, y(¢) pencereleme fonksiyonunu, T pencere
merkezinin zaman eksenindeki konumunu simgeliyor. Sekil 3.21. bir keman sesinin

zaman—frekans grafigini gosteriyor (Bora, 2002).

4B 0.00
0.0- — 23.30
-6.0 - 46.59
-12.0+ 7] y 1 | €9.89
. i
e, A
-18.0- — { — 93.18
"
A
-24.0+ 116.48 mseq
T I T T I T T I T T I T T I T T I T T I T T
125 230 900 1K 2K 4K 8K

Sekil 3.21. Bir keman sesinin zaman-frekans grafigi (Bora, 2002)

Miizikal seslerin niteliginin incelenmesi 19. yiizyilda matematik¢i Joseph Fourier'in
calismalariyla kuvvetlenmistir. O, miizikal seslerin matematiksel ifadelerle
tanimlanabilecegini, bununda basit periyodik siniis fonksiyonlariyla olabilecegini ortaya
koymustur. Her sesin, onu bagka miizikal seslerden ayirt eden ii¢ Ozelligi vardir:
Perdesi, yiiksekligi ve tmisi. Fourier'in bulusu, sesin bu ii¢ 0Ozelliginin grafikle
gosterilmesini saglamistir. Ses dalgasi, egrinin frekansiyla; sesin yiiksekligi, egrinin
genligiyle ve sesin tinis1 periyodik fonksiyonun big¢imi ile iligkilidir. Miizigin
matematiginin kavranmasiyla, beste ve miizik aletlerinin yapiminda bilgisayarlardan
yararlanmak olanakli olmustur. Periyodik fonksiyonlar gibi matematiksel buluslar,
modern miizik aletlerinin ve sesli bilgisayarlarin tasarimlarinda ¢ok 6nemli bir rol
oynamistir. Bircok miizik aleti yapimcisi, yaptig1 aletlerin periyodik ses grafigini, bu
aletler icin ideal olan grafikle karsilastirir. Elektronik miizik kayitlar1 da periyodik
grafiklerle yakindan iligkilidir (Pappas T., ¢ev., 2003).
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3.3.9. Bocek seslerinin analizi ve zirai miicadele

Cetinkaya (2010) tarafindan yapilan “Baz1 Bocek Tiirlerinin Ses Analizleri ve Zirai
Miicadelede Kullanilabilirliginin Arastirilmasi” isimli yiiksek lisans tez ¢alismasinda;
belirli boceklerin ses kayitlar: ¢esitli bilgisayar programlar yardimiyla Fourier analizine

tabi tutulmus ve boceklerin fizyolojilerini belirlemeye yarayan bu ses analizlerinin zirai

miicadelede kullanilabilirligi arastirilmistir.

Belli bir sesin Fourier analizinin, analiz programlarinda ki ¢aligma semas1 asagida

gosterilmistir.

Toplawic
Sentez

Whhite Moize
Jeneratar

Sinus Bilegeni

FF'I

Ses

Genlik
Dizeltme

I

FET

TanA

Biiyiilkliik

Faz
i Tan

Ak Sinyal

Tant
“aklagimi

Tayf

Werisi

FET

Faz
TanA

Biiyiilliil
I Tanfi

Wwihite Moize
Jenerator

F3

r
Tepe Deder
(Feal)
Tespit

Tepe
I [Peal

Deder
] Werisi

Ses Perdesi
Tespit

Tepe

Deder
“erigi
r

Ses Perdesi
Frekans

Tepe Deger
Crevramhhign

v L ¥
Sinus Sinus
Farzlan Sinds Frekanslan
Buyuklikleri

Sekil 3.22. Fourier analiz programi calisma semasi (Cetinkaya, 2010)
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Cetinkaya (2010) ¢alismasinda asagida yer alan Avisoft-SASLab Pro and Recorder
USGH programindan faydalandigini ve bu programla Fourier analizinin yapilabildigini

belirtmistir.

Sekil 3.23. Avisoft-SASLab Pro programi (Cetinkaya, 2010)

Asagidaki 3.24., 3.25. ve 3.26. numarali sekillerde circir béceginin kur yapma
doneminde ili¢ atimdan olustugu belirtilen her civiltisindan birini i¢eren ses kaydinin

genlik-zaman grafigi ve Fourier analiz diyagrami verilmistir.

[l‘u 1,0 20 30 4,0 5.0 6.0 o

10

ns
1 WL I L all- | | AT
00 i - e i R 1 !

-0.5 1

1.0 | _ o

1.0
0.5

oo

-0.%

Sekil 3.24. Circir bocegi ses kaydinin genlik-zaman grafigi (Cetinkaya, 2010)
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) Sekil 3.25. Circir bocegi genlik-zaman grafiginin yakinlastirilmis hali (Cetinkaya, 2010)

Sekil 3.25.de circir boceginin ¢ikardigi seslerin bir siniis dalgasina benzedigi

goriilebilir.

0dB

-20 dB

-30 dB

-40 dB

-50 dB
-55 dB

1000 Hz 2000 Hz 3000 Hz 4000 Hz 5000 Hz
Cursor: 4139 Hz (C8) =-10dE  Peak:; 4235 Hz (Z8) = -5,8 dB
Sekil 3.26. Circir bocegi ses kaydinin Fourier analiz sonucu (Cetinkaya, 2010)

Kanatlarindan ses c¢ikardigr belirtilen yaban arisinin genlik-zaman grafigi ve

Fourier analiz diyagrami asagida yer almaktadir.

d[j' 1.0 2.0 3.0 40
1.0
0.5
-5
-1.0

Sekil 3.27. Yaban arisinin ses kaydinin genlik-zaman grafigi (Cetinkaya, 2010)
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Sekil 3.28. Yaban aris1 genlik-zaman grafiginin yakinlastirilmis hali (Cetinkaya, 2010)

-27dB’
-30dB-

-33dB-
_36dB i
-30dB- |

|

-42dB-
-45dB -

500Hz 1000Hz 2000Hz 3000Hz 4000Hz 5000Hz

Cursor: 116 Hz (A#2Z) = -33dB Peak: 113Hz (AZ) = -25,4dB
Sekil 3.29. Yaban arisinin ses kaydinin Fourier analiz sonucu (Cetinkaya, 2010)

Cetinkaya (2010) tarafindan yapilan bu tez ¢alismasinda; bazi bocek seslerinden
Fourier analiziyle bilgiler elde edilerek, boceklerin ciftlesme davraniglari, iletisimde
kullandig1 sesin frekans araligi, kanat ¢irpma sayilar1 gibi fizyolojik 6zelliklerinin
cesitlilik  gosterdigi  belirtilmis ve bu bilgilerin akustik zirai miicadelede

kullanilabilecegi sonucuna varilmistir.
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3.3.10. T1bbi goriintilleme ve degerlendirmeler

Hizli Fourier dontisiimii, periyodogram, spektogram ve kisa siireli Fourier
doniisiimii gibi yontemler; temelde gili¢ spektrumuna sahip olan periyodik isaretlerin
bunlart meydana getiren trigonometrik bilesenlerine ayristirilmasina dayanan Fourier
yaklagimiyla tiiretilmistir. Periyodik olmayan, dolayisiyla sonlu enerjiye sahip sinyaller
enerji spektrumuna sahiptirler. Ancak dogal ortamlardan Glgiilen isaretler cogunlukla
duragan ve periyodik degildir. Bu yiizden Fourier yaklasimina dayanan yontemlerle
yapilan analizlerde igaretler duragan kabul edildigi zaman dilimleri i¢in pencerelenip
periyodikmis gibi degerlendirilerek gii¢ spektrumlar1 elde edilir. Denis Gabor, 1946
yilinda pencereleme yontemini kullanarak, isaretin kii¢iik bir pargasini zaman tanim
araliginda ele almis, isareti zaman ve frekansin fonksiyonu olarak iki boyutta ifade
etmistir. Bu doniisiim yonteminde isaretin belirli bir kesiminin duragan oldugu kabul
edilip bir pencereden gegirilerek yerel bir frekans parametresiyle Fourier analizi islemi
gerceklestirilir. Kisa siireli Fourier doniisiimiinde sinyal kii¢iik segmentlere boliiniir ve
bu segmentlerde sinyalin duragan oldugu kabul edilir. Duraganligin gegerli oldugu bu
segmentlere pencere denilmektedir. Fourier analizinin lokalize edilmesi fikrine dayanan
bu teknikle ilgilenilen yerde uygun bir pencere secgilerek doniisim islemi
gergeklestirilir. Kisa siireli Fourier dontisiimii temel bir pencere fonksiyonundan, zaman
alaninda kaydirma ve frekans parametreleri olmak iizere iki ayr1 sekilde tiiretilir.
Pencere fonksiyonu w(t) nin sonlu enerjiye sahip olmasi ve integralinin alinabilmesi
gerekmektedir. Kisa siireli Fourier doniisiim yonteminde zaman ekseni ilizerinde bir t
noktasina w(t) pencere fonksiyonu yerlestirilerek, pencerelenmis fonksiyonun Fourier
dontisiimii gergeklestirilir. Daha sonra pencere kaydirilir ve tekrar Fourier doniistimii

alinarak isleme devam edilir. Bu yontemin matematiksel ifadesi asagidaki denklemde

ifade edilmistir (Kiymik, Subasi, Dizibiiyiik ve Ozer, 2002).
STFT(w,7)= [ feW' (= 7)e ™ di = (g, (1), (1))

Kan igerisinde bulunan elemanlar her zaman ayni hizda hareket etmediklerinden
degisik frekans kaymalar1 olustururlar. Degisik hizlardaki hareket transdiisere kompleks
bir sinyal olarak ulasir. Bu kompleks sinyal “Fast Fourier Transform Analyzer”

aygitiyla islenerek basit frekans elemanlarina ayrilir. “Analog Dijital Cevirici” ile de
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dijital formata doniistiiriiliir. Hiz bilgisini igeren spektral analizi gostermek i¢in degisik
araliklardaki hizlar aranir ve karelere depolanir. Sonucta degisik hizdaki kareler
biriktirilir ve zamana gore haritasi ¢ikarilir. Sinyal segmentlerinin arka arkaya
islenmesiyle siirekli Doppler spektrumu olusturulur. Segilen bolgeden geri donen ses
dalgalar1 ile ortaya c¢ikan frekans farki, monitérde gri skala goriintiisiiniin yaninda
hiz/zaman (cm/sn) veya frekans/zaman (kHz/sn) grafigi seklinde gercek zamanli olarak
izlenebilir. Sekil 3.30.’da elde edilen frekans kaymalarinin hizli Fourier doniisiimii
teknigiyle zaman-frekans bilgisine doniistiiriilmesi ve belirli “#” zamaninda saptanan
frekans miktarma gore piksellerle kodlanmasina ait goriintii olusumu yer almaktadir.
Sagda biiyiiltiillerek pikselleri secilebilir hale getirilmis goriintiide piksel gri tonlarinin
farklilik gosterdigi goriiliiyor. Beyaz alanlar en fazla frekans kaymasini, siyah alanlar o
zaman araliginda hi¢ frekans kaymasi olmadigin1 gosteriyor. Ara gri tonlari ise frekans

kaymasinin miktarina goére belirleniyor. (http://www.mustafasecil.com).

Temel Ultrasonodira
Kitabf'n

e Yo

Sekil 3.30. Spektrumun olusmasi (http://www.mustafasecil.com)

Ses dtesi Doppler; kan akis hizini, yoniinii ve debisini incelemede kullanilmaktadir.
Doppler sistemlerinde, ultrasonik doniistiiriictiniin  gonderdigi ultrasonik dalganin
kandaki kirmizi kan hiicrelerinden sagilmasi ve yansimasindan dolayr frekansta
degisimler gozlenir (Latifoglu ve Kara, 2007). Doppler etkisi, akustik ya da ultrason
dalgasinin frekansinin degismesidir. Bu da Sekil 3.31.’de gdsterildigi gibi iletici ve alici

kaynaklar arasindaki toplam yol uzunlugu degistiginde ortaya ¢ikar. Doppler
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spektrumunu dikey eksende alcaktan hizla yiikse§e dogru siralamak i¢in kullanilan
dijital analitik yontem, hizli Fourier doniisiimiidiir. Bu islem gercek zamanda alinan
sinyalin farkli hizlardaki pargalarin1 Sekil 3.32.’deki gibi kan akim hiz1 dalga formu
olarak gosterir (Babiir, 2006).

TRANSDUCEFN ¢ = Sesin ortamdaki hiz1
v

rbe

= Kan akim hizi

¢ = Akimin yOnii ile ultrason 15101
arasindaki ac1

F, =Tletilen ultrason frekansi

F. = Geri donen ultrason frekansi

F,, = Frekansdaki Doppler kaymasi
=F,—F

= F02@C0s6
C

F, V, Kan akim hizi = _COxF,
F,xCos0

Vrbe

Sekil 3.31. Doppler etkisinin sematik ¢izimi (Babiir, 2006)

Sekil 3.32. Kan akim hiz1 dalga formu (Babiir, 2006)
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Bayrakc1 ve Barisc1 (2008); cesitli hastaliklarin hizli ve dogru bir sekilde teshisinin
giiniimiizde ¢ok 6nemli oldugunu ve bu amagla uzman hekimlere kararlarinda yardimci
olacak, yapay zekad iceren sistemlerin gelistirilmesinin biiylik 6nem arz ettigini
belirtmiglerdir. Yaptiklar1 ¢aligmada 75 hastanin kalp mitral kapak¢igindan kaydedilen
kardiyak Doppler isaretlerini bir ses kart1 yardimiyla kisisel bilgisayara aktardiklarini ve
her bir hastadan kaydedilen kardiyak Doppler isaretine hizli Fourier doniisiimii analizi
uygulayarak, boylece uzman hekimlere hastalik teshisinde yardimci olacak bir sistem

gelistirildiginden bahsetmislerdir.

Bu calismada; Doppler tekniginin ozellikle viicuttaki kan hizinin tespiti ve
Olciilmesinde kullanildig1 belirtilmis, kalp mitral kapakciginda meydana gelen
daralmalarin ve yetmezligin kan akigini nasil etkiledigi incelenerek hastalardan elde
edilen Doppler sinyallerine, hizli Fourier doniisiimii uygulanmisg ve bulunan degerler

yapilan smiflandirma sonrasi asagidaki sekilde gosterilmistir.

Simiflar Doppler Dogru siniflanan
Isaretlerinin isaret sayisi
Savyisi
Mitral Darlik 25 22
Mitral Yetmezlik 25 23
Sagiikl Mitral 25 23

Sekil 3.33. Siiflandirma sonuglar1 (Bayrakgi ve Barisei, 2008)

Sekil 3.33. de; 25 mitral darlik hastasindan 22 tanesinin, 25 mitral yetmezligi
hastasindan 23 tanesinin ve 25 saglikli isaretten 23 tanesinin dogru olarak
siiflandirildig1 vurgulanan bu ¢alismada, hastalardan elde edilen Doppler sinyallerine
hizli Fourier doniisiimii analiz yontemi uygulanarak yapilan siniflandirmanin uzman

hekimlere hastalik teshisinde yardime1 olacagi sonucuna varilmastir.

Pterjiyum (korneaya uzanan anormal doku) cerrahisinden sonra kornea
topografisinde olusan degisikliklerin Fourier analiziyle incelenmesi ve goziin optik
kalitesinin degerlendirilmesi amaciyla Adigiizel, Yesilli, Sar1, Kervanci ve Oz (2008)

tarafindan yapilan calismada; Fourier analizinin videokeratografi  verilerini
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matematiksel olarak ayristirdigi belirtilmis ve Fourier analizi sonucu edinilen grafikler

asagida verilmistir.

Sekil 3.34. Pterjiyumlu hastanin ameliyat 6ncesi ve sonrasi goz korneasinin Fourier analiz
haritalar (Adigiizel vd 2008)

Adigiizel vd (2008) tarafindan yapilan bu c¢aligmada; pterjiyum ameliyatinda
kornea topografisi verilerinin Fourier analiz degerlerinde anlamli diizelme sagladigi

vurgulanmustir.

3.3.11. Video goriintiilerindeki periyodik giiriiltiilerin giderilmesi

Erol, Giirbiiz ve Gangal (2006) video goriintiilerindeki periyodik giiriiltiilerin yok
edilmesi {izerine yaptiklar1 c¢alismada Fourier doniistimlerinden faydalandiklarini

belirterek asagida 6zetlenen agiklamalarda bulunmuslardir.

Goriintliye  bir motor veya elektromekanik aygittan  elektriksel veya
elektromagnetik girisim sonucu periyodik giiriiltiiller karigabilmektedir. Periyodik
giirliltiiniin ~ frekans alanindaki  bilesenlerinin  genlikleri ¢evresindeki frekans
bilesenlerine gore belirgin bir biiyiiklik gostermektedir. Frekans eksenindeki tepeler
belirlenerek goriintliniin frekans genlik spektrumu hesaplanmaktadir. Ele alinan goriintii
karesine uygulanan ayrik Fourier doniisiimii ve ayrik ters Fourier donlisiimii yardimiyla
uzamsal alana gegilerek onarilmis goriintii elde edilir. Sekil 3.35.°de bir periyodik

giirliltiinlin onarilmasi gosterilmistir.



72

0.5

0
600
it e
Periyodik giirtiltiilii Stizgeg

gorunti

600

Onarilmig goriinti

Sekil 3.35. Periyodik giiriiltiiniin giderilmesi (Erol vd 2006)

Periyodik giiriiltiilii goriintiiler lizerinde yapilan ¢alismalar sonucunda bu yontemle

periyodik giiriiltiilerin ¢ok iyi sekilde azaltildigi ve yok edildigi gézlemlenmistir (Erol

vd 2006).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Periyodik fonksiyonlarin gercek hayata uyarlanmasi Fourier serileriyle miimkiin
olmustur. Fourier serileri, periyodik fonksiyonlarin trigonometrik fonksiyonlar
cinsinden ifadesi anlamina gelmektedir. Bu diisiince, periyodik olmayan fonksiyonlarin
sonsuz periyotlu periyodik bir fonksiyonmus gibi algilanip Fourier acilimlarinin
yapilabilecegi fikrini dogurmustur. Miihendislik uygulamalari agisindan zaman
boyutundaki bir sinyali frekans boyutuna aktarma islemine Fourier doniisiimii
denilmektedir. Fourier doniistimiinde Fourier serilerinin katsayilarinin hesaplanmasi
uzun matematiksel iglemler gerektirdiginden, bilgisayar teknolojisindeki ilerlemelerle
birlikte ayrik ve hizli Fourier doniigiim algoritmalart gelistirilmistir. Bilgisayar destekli
algoritmalarin gelistirilmesi, periyodik fonksiyonlarin Fourier analizi araciligiyla
miihendislik alanlarindaki uygulanabilirligini artirmis ve miihendisleri periyodik

fonksiyonlar lizerinde daha ¢ok ¢alismaya yonlendirmistir.
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5. SONUC ve ONERILER

Genel mantik kurallarindan hareketle sayisal iligkileri irdeleyip genellemeler
yoluyla insan zekasini islemeyi amaglayan bilim dali matematik olarak tanimlanabilir.
Insan varh@inmn yarattigi en koklii bilimlerden birisi olan matematik, beseri ihtiyaclari
karsilamaya yoOnelik hassasiyeti sayesinde degerine deger katan bir ivmeyle gelisimini

surdirmektedir.

Belli faaliyet ve islemler sonucu deger olusturma aktiviteleri iiretim olarak
tanimlandiginda, emek sonucu ortaya konulan maddi veya fikri varliklar “iiritin” olarak
adlandirilir. Gerekli materyali biinyesine alip, ihtiyaca yarayan ciktilara doniistiiren
biitlin iiretim sistemlerinde iriiniin kalitesi; sistemin girdisini olugturan materyalin
ihtiyaca uygunlugu ile dogrudan orantihidir. Matematiksel iiretim, ¢aglar boyunca,

sayisal verileri isleyen sistemlerin temel girdisi olmustur.

Tez konumuzla ilgisi bakimindan sinyaller ve sistemler miihendislik bilimlerinin
temel konular1 arasinda yer almaktadir. Sinyallerin islenebilmesi i¢gin sistemlere ihtiyag
duyulur. Sistemler, sinyalleri sayisal verilere doniistiirerek insan aklinin kavrayabilecegi
boyuta tasirlar. Sinyal tagima araglarindan birisi de periyodik fonksiyonlar: referans alan

Fourier analizleridir.

Periyodik fonksiyonlarin farkli bakis agilariyla ele alinip, yeni matematiksel
irtinlerin ortaya konulabilmesi icin; matematiksel iiretimin girdileriyle sekillenen
uygulama ve ihtiyaclardan haberdar matematikgilere ihtiyag¢ vardir.  Ihtiyacin

belirlenmesiyle farkina varilan problemler ¢6ziim igin alinan mesafenin yarisina esittir.

Belli bir alandaki calismalar1 tesvik edebilmenin belki de en kolay yolu ihtiyact ve
problemi iyi sekilde tanimlayabilmektir. Bilgi edinimiyle miimkiin olan tanimlama

faaliyeti zihinsel agidan uyarilmay1 gerektirir.

Yiiksekogretim sistemlerinin temel amaclarindan birisi de zihinsel uyanisi
gergeklestirmek suretiyle 6grencilere sentezleme kabiliyeti kazandirmaktir. Tahsil ettigi
ilmin uygulama ve uyarlamalarini iyi bilen matematikg¢iler yeni matematiksel fikriyat

iiretmeye daha yakin mesafede dururlar. Iste bu sebeplerle yapilan calismamizin
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periyodik fonksiyonlara yeni matematiksel bakis acilar1 kazandiracagi inancim

tagimaktay1z.
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